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Résumé

Le compressed sensing est un probleme de traitement de données ou les étapes d’acqui-
sition et de compression se font en méme temps. Un tel procédé permet de grands gains de
performances en terme de stockage ainsi que de cotit/vitesse d’acquisition si la donnée sto-
ckée/observée permet la reconstruction du signal d’origine. Nous verrons que cette reconstruc-
tion peut se faire de maniere efficace pour certains types de signaux qui ont une représentation
parcimonieuse dans une base choisie.

On exposera ce probléeme pour le cas de la reconstruction de signaux parcimonieux & partir
de 'observation d’un petit nombre de leurs coefficients de Fourier. On exposera les connections
entre le probleme du Compressed Sensing et certaines propriétés de matrices aléatoires et les
sections euclidiennes de la boule unité de ¢; par des espaces de caracteres.

Finalement, on rappelera les principales idées de la preuve de Rudelson& Vershynin [38] de
la propriété d’isométrie restreinte des matrices de Fourier extraites aléatoires en soulignant
les potentielles sources de pertes logarithmiques dans I’argument.

1 Le probleme du Compressed Sensing pour des mesures de Fou-
rier

Etant donné un signal 2 € CV et un ensemble I C {1,..., N} de fréquences, il est en général
impossible de reconstruire x uniquement a partir de ses coefficients de Fourier (7; : ¢ € I) & moins
que I ={1,..., N} (car la transformée de Fourier est une bijection sur CcN ) ou z a des propriétés
particulieres.

C’est le paradigme du Compressed Sensing : reconstuire un certain type de signaux a partir
d’une information incompléte sur ces signaux (ici un petit nombre de coefficients de Fourier).

D’autres mesures linéaires d'un signal x peuvent étre considérées. Mais, dans cet exposé,
on s’intéressera principalement a la reconstruction de signaux a partir d’'un petit nombre de
coefficients de Fourier. Principalement, parce que ce type de mesures “structurées” sont les plus
utilisées en pratique et aussi parce qu’il reste encore des questions ouvertes sur leurs propriétés
théoriques.

Pour fixer les notations, on introduit la matrice de Fourier (transformée de Fourier discrete) :

{(CN - N
I: ~
r — Te==x

wP—D(g-1)

i >1gp,quv et w = exp(—2ir/N).  (L.1)
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On note par I'y,..., 'y les vecteurs lignes de I'. On a donc Z; = <FZ~, :c> pour tout ¢ =1,...,N.
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Pour un sous-ensemble I C {1,..., N} de fréquences, on dispose des données (z; : i € I). En
terme matriciel, on dispose de la donnée I';x ou

cVN - o
I';: ~ .
{ r — (zy:iel).
Cette matrice est appelée matrice de mesures en Compressed sensing. Il existe une multitude
de matrices de mesures mais nous nous bornerons & 1’étude des matrices de Fourier extraites I'y
(c’est-a-dire aux sous matrices de I' obtenues en ne gardant que les lignes d’indices dans I).

Lors de la prise de données (imaginons pas exemple une prise de photo), on ne va donc acquérir
et stocker que l'information I';z. L’approche habituelle se fait généralement en deux étapes 1)
acquisition de données brutes 2) compression de ses données. Ici, en Compressed sensing, au
lieu de stocker sur une carte mémoire le signal au format RAW qui nécessite 'enregistrement
de N pixels et ensuite utiliser un logiciel de compression pour stocker un plus petit nombre de
données, on va directement acquérir un petit nombre de mesures du signal. En d’autres termes,
I'acquisition et la compression se font en méme temps lors de la prise de vue. Biensir, un tel
procédé n’a d’intérét que si on peut reconstuire tous les signaux x qu’on est aménés a rencontrer
a partir de la donnée I';z.

Une telle reconstruction ne peut étre efficace pour tous les signaux et nécessite donc que les
signaux d’origines satisfassent certaines propriétés. En compressed sensing, on s’intéresse surtout
a des propriété de parcimonie (ou approximativement parcimonieuses). C’est-a-dire, on suppose
que le signal d’origine peut étre décrit avec seulement quelques coordonnées dans une base pré-
cédemment choisie (c’est-a-dire les signaux rencontrés ont un petit support dans une certaine
base).

Le probleme mathématique s’énonce donc de la maniére suivante : sachant qu’on observe
m = |I| coefficients de Fourier d’un signal = de grande dimension N mais de petit support de
taille s dans la base canonique, quelles sont les conditions sur les trois parametres s, m et N et quel
sont les ensembles I de fréquences a transmettre de telle sorte qu’il soit possible de reconstruire
exactement tout signal s-sparse x seulement a partir de ces m coefficients de Fourier I'yx ?

Dans cet exposé, on montrera qu'une sélection aléatoire des fréquences a transmettre per-
met de prendre m (le nombre de mesures) de l'ordre de s (la taille des supports des signaux)
a des termes logarithmiques pres. On rappellera les connections entre ce probleme et d’autres
problemes concernant les matrices aléatoires, les sections presque euclidiennes de la boule unité
associée a la norme /1, le "principe d’incertitude discret”.On rappellera brievement la preuve de
Rudelson& Vershynin [38] montrant qu’avec grande probabilité, il suffit de m ~ slog* N mesures
pour reconstruire tout vecteur s-sparse. Il est conjecturé que seulement m ~ slog N mesures
sont nécessaires. On précisera quelles sont les sources potentielles des pertes logarithmiques dans
Pargument de [38].

Remarque 1.1 Toutes matrices I' telles que 1) T' est une isométrie 2) les entrées de I' sont
telles que |I'pg| < C/VN (ot C est une constante absolue), devraient fournir les méme résultats
théoriques que la matrice de Fourier discréte. Notamment les matrices de Walsh.

Remarque 1.2 Le probléeme du Compressed Sensing peut-étre vu comme un probléme de résolu-
tion d’un systéme hautement indéterminé de m = |I| équations & N inconnues dont on sait que
seulement s d’entres elles sont non-nulles. C’est cette information supplémentaire qui permet de
résoudre ce probléme a premiére vue impossible.



FIGURE 1 — Trouver z a partir de y = Az : le Compressed Sensing est un probléme de résolution
d’un systéme hautement sous-déterminé.

Remarque 1.3 (Notation) On utilise les notations suivantes : pour tous x,y € CNetp>1,

N » N
ol = (3 lail?) et (w,y) = 3 iz
=1 =1

On note BY = {z € CV : 2], < 1} et SV-1 ={z ecCV: [zll, = 1}. On dit que x est
s-sparse quand |supp(z)| < s ot supp(x) = {i € {1,...,N} : x; # 0}. L’ensemble des vecteurs
s-sparse est noté g = {x € CV : [supp(z)| < s} et Us = {x € S : |supp(z)| < s}. Pour tout
I c{1,...,N}, on note par Prz le vecteur de CN qui coincide avec x sur les coordonnées dans
I et qui est nul sur le complément de I. Pour tout T C CN, P/T = {Pjt:t € T}.

2 L’algorithme du Basis Pursuit

Une approche naturelle pour reconstruire un vecteur z € CV & partir de 'information I';x
sachant que z & un petit support est de chercher parmi tous les vecteurs t € CV tels I'jt = 'z
celui qui a le support le plus petit. C’est-a-dire, on cherche a résoudre le probleme d’optimisation

argmin (|supp(t)| : Tt = T'jz) (2.1)
teCN

ou on note supp(t) = {i € {1,...,N} : t; # 0} et pour tout ensemble 7', |T| est le cardinal de 7.

Résoudre effectivement le probleme de minimisation ¢y de (2.1) requiert en général ’explo-
ration d’un nombre exponentiel de supports dans {1,..., N} et donc n’est pas envisageable en
pratique (cf. [34]).

Cette complexité algorithmique de (2.1) vient du fait que la fonction “taille du support” aussi
appelée fonction £y, et définie par t € CV +—— [supp(t)|, n’est pas une fonction convexe. Pour
contourner ce probleme, il est classique de convexifier les composantes non-convexes d’un probleme
d’optimisation. On est donc amené a chercher la fonction convexe la plus proche de la fonction £.
Ce type de fonction est appelé enveloppe convexe dont nous rappelons la définition maintenant.

Définition 2.1 (/22]) Soient N > 1 un entier et C une partie convere de CV. Soit f : C — R
une fonction. On appelle enveloppe convexe de f, la plus grande fonction convexe g telle que
g(x) < f(z) pour tout x € C. On note par conv(f), l'enveloppe convexe de f.

Cette définition a bien un sens car si C représente 1’ensemble de toutes les fonctions convexes
plus petite que f alors sup,cc g est toujours une fonction convexe et donc égale a conv(f).



Théoréme 2.2 La norme {1 est l’enveloppe convexe de la fonction g sur BN la boule unité de
(CN,£X).

Preuve : On ne montre le résultat que sur BYY. Pour obtenir le résultat sur BY, on a recours au
bi-conjugué convexe de ¢p. On renvoie lecteur intéressé a [22].

Pour tout € By, on a ||z||; < ||z||, donc si F est Penveloppe convexe de £y sur Bi", on aura :
|z||, < F(x) pour tout z € Bi¥. Notamment, si on note par (e1,...,ex) la base canonique de
C¥, on voit que pour tout i = 1,..., N, 1 = |£e;||; < F(%e;) < ||£eill, = 1, donc F(+e;) = 1.
Soit A= (A1,...,Ag) " € CN tel que Zf\il [Ai| < 1. On a, par convexité de F' et comme F'(0) =0
(car [|0f; < F(0) < [[0llo),

N

> ilsign(Ai)e;

=1

N

< F(Y" Indsign(e: + (1= A],)0)

1 =1

N
Z [ Ail F(sign(Xi)ei) + (1= [[All) F ZMI—H/\IIl (2.2)

1ALl =

Donc pour tout A € BYY (la boule unité de (CV, V), F()\) = ||A||;. Ceci prouve que 'enveloppe
convexe de £y sur B{V est bien /7. [J

C’est donc par relaxation convexe que la norme ¢; apparalt dans le probleme de Compressed
Sensing. On est donc amené a résoudre le probleme d’optimisation suivant

argmin ( [[¢]|, : Tyt = I'7z). (2.3)
teCN

Ce probleme est la relaxation convexe du probleme (2.1). Il est appelé I'algorithme du Basis
Pursuit (voir [14] et [7] pour les références historiques).

L’algorithme du Basis Pursuit s’est tres vite popularisé grace, en particulier, a ses propriétés
algorithmiques. En effet, le probléme (2.3) peut étre réécrit comme un probléme de programmation
linéaire. En effet, (2.3) est équivalent au probleme d’optimisation d’une fonctionelle linéaire sous
contraintes linéaires suivant :

minimise Zz]\il Z (2.4)
sous les contraintes I'jx =Tjtet —z <t; <z,Vi=1,...,N. '
On vérifie facilement que ¢* est solution de (2.3) si et seulement si (t*,2* = ([t1],..., [t5])T) est

solution de (2.4).

Etant donné I’observation I'jx, on souhaite pouvoir reconstruire tout vecteur parcimonieux z,
pour un niveau donné de parcimonie, en utilisant 1'algorithme du Basis Pursuit. Cette propriété
est une caractéristique de la matrice de mesures I'; pour laquelle il a été donné un nom qui est
maintenant rappelé dans la définition qui suit.

Définition 2.3 Soit A : CV — C™ une matrice telle que m < N et s un entier plus petit que N.
On dit que A vérifie la propriété de reconstruction exacte d’ordre s quand pour tout vecteur
S-sparse x, on a
argmin ( [|t], : At = Az) = {z}.
teCN

On dit alors que A vérifie RE(s).



La propriété de reconstruction exacte d’ordre s caractérise donc les matrices de mesures qui
permettent de reconstruire les vecteurs s-sparse = a partir de la donnée Ax grace a ’algorithme de
Basis Pursuit. Un des objectifs de cet exposé est de déterminer des ensembles I de fréquences et
les entiers s tels que I'; vérifie la propriété de reconstruction exacte d’ordre s. La section suivante
donne des conditions suffisantes de reconstruction exacte d’ordre s.

Mais pour le moment, on peut déja établir une borne inférieure sur la taille m des matrices
vérifiant cette propriété. C’est-a-dire, la propriété de reconstruction exacte implique un nombre
minimum de mesures & prendre. En effet, pour A : CV —— C™, on considére I'espace vectoriel
quotient ¢V /kerA, la fonction quotient et la norme quotient :

. gN N .
Q: Y +— ¢ fkerA et [[Qully = min [l + hll,

Si A vérifie RE(2s) alors pour tout z € ¥g,, on a ||Qz||; = ||z||;, c'est-a-dire Q) préserve les
normes sur Yos. Comme Y3 — X C Yog, on a pour tout x,y € X,

1Qz — Qully = llz —yll; - (2.5)

C’est-a-dire @) est une isométrie sur Ys. On va pouvoir bénéficier de cet isométrie pour transporter
la complexité métrique de I’ensemble (X, 2Y) dans I'espace quotient /¥ /kerA qui est au plus de
dimension m (bien plus petite que la dimension N de l’espace ambient) et donc en déduire une
borne inférieure sur m (car la boule unité de ¢4 /ker A va devoir contenir un ensemble 1/2-séparé
de grande taille vue I'isométrie de @ sur Xy).

On commence d’abord par étudier la compléxité de (Xg, £2¥). On utilise le lemme suivant (qui
peut étre obtenu par une énumération successive).

Lemme 2.4 Soit s < N/2. Il existe une famille S d’ensembles de {1,..., N} telle que
1. VS5 eSS, |S|=s,
2. V51,52 €8, S1# S2=151N852 <5/2,
3. log|S| > %log(N).

8es
On considére un ensemble S comme défini dans Lemma 2.4 et pour tout S € S, on note z(5) =
s71Ycg€ € BYY. On a pour tout Sy # Sz € %,

1 S1AS 1
fo(s) ~ 2ol = |3 Y ef =0% 52

S
1€S1AS 1

Il s’ensuit de la propriété d’isométrie (2.5) que la la boule unité de £} /ker A contient un ensemble
1/2-séparé pour sa norme naturelle de cardinal |S|. Or un tel ensemble est de cardinal au plus
7rangd (ot rangA = dim (¢} /kerA)). Donc [S| < 7784, Ceci implique (s/2)log (N/(8es)) <
(log 7)rangA < mlog7. On a donc montré le résultat suivant (voir [12]) :

Proposition 2.5 Soit A: CN —— C™ une matrice vérifiant RE(2s) alors

>_° (N)
m og—).
~ 2log7 & 8es

On en déduit que pour pouvoir reconstruire tout vecteur s-sparse x a partir de m mesures Ax
grace au Basis Pursuit, on doit nécessairement avoir m au moins de l'ordre de slog(eN/s). On
verra par la suite qu’il existe bien des matrices vérifiant RE(2s) avec m de l'ordre de slog(eN/s).



Remarque 2.6 [l existe un grand nombre d’algorithmes autres que le Basis Pursuit en Compres-
sed Sensing. Pour une liste de ces algorithmes, on référe le lecteur a la thése de Master de Graeme
Pope o ’ETH, Ziirich, intitulée “Compressive Sensing. A summary of reconstruction algorithms”.

Remarque 2.7 Les méthodes mettant en oeuvre la norme £1 comme function d’ojectif a mini-
miser ou comme fonction de pénalité sont pléthore. Elles ont été utilisées empiriquement dans
diverses domaines comme la géologie/géophysique (Claerbout et Muir (1973), Taylor et al. (1979),
Levy and Fullager (1981), Oldenburg et al. (1983), Santosa and Symes (1988)) en radioastrono-
mie (Hogbom (1974), Schwarz (1978)) en spectroscopie (Kawata et al. (1983), Mammone (1983),
Minami et al. (1985), Barkhuijsen (1985), Newman (1988)), en imagerie médicale (Papoulis and
Chamzas (1979)) etc.. Les autres méthodes célébres utilisant la normes {1 sont le LASSO, le
Dantzig selecteurs ou encore le Matching Pursuit. Une généralisation possible au matrice est
lutilisation de la norme nucléaire aussi appelée norme Schatten Sy qui est l’enveloppe convezxe de
la fonction de rang.

3 Conditions de reconstruction exacte

Beaucoup de recherches ont portées ces dernieres années sur une meilleure compréhension de
la propriété de reconstruction exacte d’une matrice A : CV —— C™. De nombreuses conditions
suffisantes (voire nécessaires) ont emergé dont les plus célébres sont rappelées dans cette partie.

3.1 Propriété d’isométrie restreinte

Définition 3.1 [10] Soit A une matrice de CN dans C™, s un entier plus petit que N et0 < § < 1.
On dit que A vérifie la propriété d’isométrie restreinte d’ordre s et de constante § quand
pour tout vecteur s-sparse T, on a

(L =0) [lzlly < [[Az]ly < (1+6) ||z,
Dans ce cas, on dit que A vérifie RIP(s,0).

Cette propriété porte sur toutes les sous-matrices de A de taille m x s. On voit déja apparaitre
ici un argument de type combinatoire car le nombre de sous matrices de A de taille m x s est
de Pordre de (eN / s)s. Ce qui, dans le cas des matrices aléatoires, nous portera & étudier des
variables aléatoires ayant de tres bonnes propriétés de concentration (par exemple, des variables
sous-gaussiennes). Ces fortes propriétés de concentration nous permettrons de “balancer” cette
grande compléxité de type combinatoire (voir [11, 38, 27, 28]). Dans le cas de variables “moins
concentrées” 'argument est beaucoup plus délicat (voir [2, 1]). Dans le cas de matrices extraites
aléatoirement de matrices structurées (comme le cas des matrices de Fourier), le résultat optimal
n’a pas encore été prouvé (voir [11] et [38]).

Jusqu’ici, nous n’avons pas encore introduit de variables aléatoires, on verra plus tard que jus-
qu’a maintenant seules les matrices aléatoires sont connues pour vérifier la condition RIP(s,0)
avec un nombre m de lignes proportionnel au parameétre de parcimonie s, a des termes logarith-
miques pres. C’est-a-dire, étant donné N et s, on ne sait pas construire de matrices de taille m x N
ou m est de l'ordre de grandeur de s & des termes logarithmiques pres qui vérifie RIP(s,d) en un
temps polynomial. Ce probleme est connu sous le nom de construction de matrices déter-
ministes satisfaisant RIP. Les meilleurs résultats dans ce sens nécessitaient m = s mesures.
C’est-a-dire, on avait besoin d’au moins s? observations pour pouvoir reconstruire tous vecteurs



= supp(z) de taille < s

FIGURE 2 — Toutes les sous-matrices de A de taille m x s sont des (1 + §)-isométries de ¢5 dans
5" quand A vérifie RIP(s,0).

s-sparse a partir de Az ou A est construite de maniere déterministe. Le nombre d’observation
s? est apparu longtemps comme une sorte de “bottleneck” en dessous duquel, il semblait difficile
de pouvoir aller (c’est-a-dire constuire des matrices RIP(s,d) de maniére déterministe avec un
nombre de lignes m << s2). Ce “bottleneck” a été récemment “cassé” dans [6] qui construit des
matrices déterministes ayant m = s27¢ lignes pour un certain € > 0 et vérifiant RIP(s,§). Ce
résultat est le meilleur résultat actuellement pour la construction déterministe de matrices RIP.
Mais on reste toujours loin des performance atteintes par les matrices aléatoires.

La propriété d’isométrie restreinte a aussi été appelée principe d’incertitude uniforme,
noté UUP. Ce point de vue est tout aussi intéressant que I'aspect matriciel méme s’il semble avoir
été presque abandonné par rapport a 'approche matricielle.

Il existe plusieurs principes d’incertitudes pour I'analyse sur R (voir [18]) et beaucoup moins
pour I"analyse harmonique discréte (nous en verrons cependant différentes formulations plus tard).

Nous faisons maintenant une petite digréssion sur le principe d’incertitude d’Heisenberg. On
commence par fixer les notations. Pour une fonction f € L;(R) a valeurs complexes, la tranformée
de Fourier de f peut étre définie par

f(w) = \/12? /]R f(t) exp(—itw)dt pour tout w € R.

Un résultat fondamental en analyse harmonique est celui de Werner Heisenberg de 1927 qui a
eu des répercussions considérables notamment en mécanique quantique : “il est impossible de
mesurer précisement la position et la vitesse d’une particule simultanément”. Cette propriété est
due au fait que “position et moments” sont des transformées de Fourier 'une de autre (en termes
d’opérateurs). On propose maintenant un énoncé possible de ce principe.

Théoréme 3.2 (Principe d’incertitude d’Heisenberg) Si f : R — C est une fonction de
carré intégrable alors pour tous nombres réels ty et wg, on a

([¢-wrisora)( [ e-wrifwra) = 1 [ rora)’

Preuve : On donne la preuve dans le cas ou f est C! et & valeurs réelles. Le cas général suit par
un argument limite.

( / elrofa) [ wiwPa) = ([ t?\f(tn?dt)( [ 1rpa)
/|tf \dt2>i /|f zdt



o~

On a utilisé successivement que f’ (w) = wf(w),Vw, l'inégalité de Parseval, celle de Cauchy-
Schwarz puis une intégration par partie. Le cas général suit en applicant le résultat précédent a
Jtowo () = exp(—iwot) f(t + tp),Vt € R. O

En particulier, si Q et P sont deux mesures de probabilité sur R telles que dQ/dX\ = |f|*/ || f|l,
et dP/d\ = |f|2/ || f|l5 alors le principe d’incertitude de Heisenberg dit que var(P)var(Q) > 1/4.
C’est-a-dire quand on observe X ~ P et Y ~ (Q on a forcément un peu d’incertitude soit sur X
soit sur Y autour de leur valeur moyenne.

Le principe d’incertitude sur R qui nous intéresse plus particulierement est celui concernant
les supports de f et de sa transformée de Fourier f.

Théoréeme 3.3 Soit f une fonction de Li(R,\) a valeurs complexes ou A est la mesure de

~ o~

Lebesgue sur R. On note S(f) = {t € R : f(t) = 0} et S(f) = {w € R : f(w) = 0}. Si
A(S(f)) x A(S(f)) < o0 alors f=0.

En particulier, on ne peut pas trouver une fonction non nulle & support compact telle que sa
tranformée de Fourier soit aussi a support compact. Ce genre de principe d’incertitude s’étend
d’une certaine maniere a ’analyse de Fourier discrete.

Théoréme 3.4 (Principe d’incertitude de Donoho et Stark, [13]) Pour tout x € CY non
nul, on a |supp(z)||supp(Z)| > N.

Preuve : Soit € CY non nul. On a

N . N
. 1 —2i7 1
[0 = max, W(;xp exp (=g - 1) < 7w 2l

N P
|supp()| S iy 2 12 [lsupp(z)| | \/lsupp(x)\lsupp(a?)! ~
< = < .

Le cas d’égalité est atteint par les signaux constants sur les sous-groupes de Z/NZ. On montre
que de tels signaux saturent le principe d’incertitude de Donoho et Stark. On suppose que N n’est
pas un nombre premier (de telle sorte que Z/NZ n’a pas que des sous-groupes triviaux). On peut
donc écrire N = s1 avec s,7 > 1. On considere le signal z s-sparse et sa tranformée de Fourier T
définis pour tout p=1,..., N par

a:p:{l sip=1mod T etfp:{s/\o/ﬁ sip=1mod s

0 sinon sinon.

(3.1)

En effet, on a

7 —1§:x ex (—Qii( —1)( —1))—1825@( (—QiiT( 1)
p—\/ﬁq:1 q €Xp Np q _\/NTZO P 5 P .

Si p =1 mod s alors (p — 1)/s est un entier et donc z,, = s/v/N sinon exp (- 2ir(p — 1)/3) est

une racine s-ieme de 'unité différente de 1 et donc z, = 0. Notamment, = est un vecteur s-sparse
et T est un vecteur N/s-sparse. On voit bien que pour ce signal |supp(z)||supp(Z)| = N.

Le principe d’incertitude de Donoho et Stark est donc optimal. Cependant, on voit que ce sont
les sous-groupes non triviaux de Z/NZ qui “limitent” en quelques sortes ce principe d’incertitude.
En particulier, si N est premier alors Z/NZ n’a pas de sous-groupes non triviaux et on peut alors
espérer un meilleur résultat. C’est ce qu’a démontrer Tao.



Théoréme 3.5 (Principe d’incertitude de Tao, [42]) Soit N un nombre premier. Pour tout
x € CN non nul, on a |supp(z)| + |supp(z)| > N + 1.

Le principe d’incertitude de Donoho et Stark est saturé par des signaux tres particuliers
de la forme x = ¢olly ou H est un sous-groupe de Z/NZ. Ce genre de signaux ne sont pas
“typiques” en traitement du signal. Une facon - qui peut étre discutable - de ne considérer que des
signaux “typiques” est de générer leur support de maniere aléatoire. Pour de tel signaux, Candes
et Romberg ont prouvé le principe d’incertitude suivant.

Théoreme 3.6 ([8, 9]) Soit po = \/2/3 et 1 < 5 < (3/8)log N. On choisit un couple d’entier
N7 et Nq tels

N
Nt + Nq < (1+B)logN(p/2+O(1))‘

Soit T C {1,...,N} tel que |T| = Np. Soit Q C {1,..., N} choisit uniformément parmi tous les
supports de taille Ng. Alors, avec probabilité plus grande que 1 — O(+y/log N/Nﬁ) tout signal x
supporté par T est tel que
1213

2

De méme tout signal x tel que T est supporté par § est tel que

Iz % Tol; <

2

Notamment, avec cette méme probabilité, il n’existe pas de signal x supporté par T tel que T est
supporté par §2.

La propriété RIP (ou UUP) peut étre vu comme un principe d’incertitude quantitatif uniforme
sur Us. En quelques sortes, il permet de quantifier 'idée que “si x est un vecteur de petit support
alors sa transformée de Fourier aura un large support et de plus T aura sa masse “bien étalée” sur
son support”. C’est cette idée qui apparait dans les Théoremes 3.4, 3.5 et 3.6 et qui est quantifiée
dans la condition RIP.

Par exemple, donnons une interprétation de la condition RIP en terme de principe d’incer-
titude, dans le cas de la matrice de Fourier extraite pour des fréquences I C {1,...,N}. Apres
renormalisation, on voit qu’il faut regarder la condition RIP pour A = y/N/|I|T';. Selon le Théo-
reme 3.6, ce principe est d’autant plus vrai qu’on “ajoute” un peu d’aléatoire. C’est pourquoi, on
choisira plus tard les fréquences dans I de maniere aléatoire. Pour le moment, on suppose que
A = /N/|I|T'; vérifie RIP(s,0). On a donc pour tout vecteur x s-sparse

" ]~
1Pr2lly = ITr2lly ~ 4/ 12z (3.2)

Ceci nous conforte dans 'idée que “I’énergie” de T est “bien étalée” sur son support. C’est-a-dire
que les coordonnées de Z sont a peu pres de l'ordre de grandeur de ||Z||, /+/|supp(x)| (au moins
sur I) et que |Supp(z)| est de 'ordre de N. La Figure 3.1 représente cette intuition. On dit dans
ce cas que opérateur Py “shrink” (rétrécit) les vecteurs Z quand x est parcimonieux. La propriété
RIP est donc bien un principe d’incertitude sur les vecteurs parcimonieux. Ceci justifife son autre
appelation UUP pour “Uniform Uncertainty Principle”.



x T Pz =Tz

\_/\ PERS
1 supp(z) N 1 supp(T) N 1 I N
Fourier Sélection des fréquences

F1GURE 3 — RIP : si x est parcimonieux alors Z est “bien étalé” sur son support de large taille,
de telle sorte que || Prz||, est de I'ordre de grandeur de /|I|/N ||Z||,. C’est-a-dire P “rétrécit” les
vecteurs T quand x est parcimonieux.

3.2 Sections presque euclidiennes

Dans un espace de Banach, on dit qu’une section de la boule unité par un sous-espace vectoriel
est presque Euclidienne quand l'intersection de la boule unité avec ce sous-espace contient une
ellipsoide et est contenue dans c fois cette ellipsoide (ou ¢ est une constante absolue). On peut
ainsi dire que la norme de cet espace de banach restreinte a cet espace vectorielle est équivalente
a une norme euclidienne. On référe le lecteurs aux bouquins [37, 26, 41, 32] pour plus de détails
sur ce sujet.

L’intérét pour les sections euclidiennes dans les espaces de Banach remonte aux années 1950.
Elles ont été utilisées par Dvoretzky et Rodgers (cf. [15]) pour résoudre la question ouverte
pendant plus de vingt ans : étant donné un espace de Banach, existe-t’il une suite convergente qui
n’est pas absolument convergente ? La réponse affirmative peut se trouver dans [15]. Ce résultat
utilise seulement l’'inclusion d’une ellispoide dans une section de la boule unité de ’espace de
banach considéré. Ce résultat fut étendu a une “vraie” section euclidienne dans les articles de
Dvoretzky [16, 17] qui sont a lorigine de nombreux autres résultats. Ce théoréme est connu
maintenant sous le nom de Théoréme de Dvoretzky dont V. Milman a montré le role prépondérant
de la concentration de la mesure dans sa preuve (cf. [30] voir aussi [31, 29, 33]). Un point aussi tres
important dans le théoreme de Dvoretzky est sa/ses méthodes de preuve qui utilisent la théorie
des probabilités comme outil essentiel. Il n’éxiste a ce jour aucune preuve “déterministe” (c’est-a-
dire, n’utilisant pas d’outils issus de la théorie des probabilités) du théoréme de Dvoretsky. Pour
énoncer ce résultat, on introduit la distance de Banach-Mazur qui permet une écriture concise du
Théoreme de Dvoretzy.

Définition 3.7 Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle distance de Banach-
Mazur la quantité

inf (||T|| |77 : T : X — Yisomorphisme)
0 s’l n’éxiste pas d’isomorphisme entre X etY

d(X,Y) = {

La distance de Banach-Mazur n’est pas une distance mais log d est une semi-métrique. Le lien
entre la distance de Banach-Mazur et les sections euclidiennes est rappelé dans le proposition
suivante.

Proposition 3.8 Soit (B, ||-||) une espace de Banach sur K (R ou C) de dimension N et § > 0.
1l y a équivalence entre les propositions suivantes :
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1. d(F,6)) <1+6.
2. il existe f1,...,fn €F et 0 < a < f tels que B/a < 14§ et pour tout a € KV,

N
> aif;
i=1

allally < < Bllally -

Preuve :Soit T : B — (5 tel que |T|||T7!|| < 1+ 6. Pour tout a € KV, on a 1T~ all, <
HT‘laH < HT‘lH |ally- Donc le résultat suit pour f; = T7le;, Vi =1,...,N ou (e1,...,en) est
la base canonique de K
Pour la réciproque, on définit 7 : B —— ¢ par Tf; = ¢;,¥i = 1,...,N. On a pour tout
a € KN, allally < ||[T al| < Bllal,. T < Bet T < a™t Done |T||||T7Y| < 1+6.
[l

On énonce maintenant la version “moderne” du théoreme de Dvoretzky qui a une version en
dimension infinie et une version locale (c’est-a-dire concernant les espaces de Banach de grandes
dimensions finies).

Théoréme 3.9 (Théoréme de Dvoretzky)

1. Soit B un espace de Banach de dimension infinie. Pour tout € > 0 et tout N € N*, 4l existe
un sous-espace vectoriel F' de B de dimension N tel que d(F, ) <1 +e.

2. Pour tout € > 0, il existe § = d(e) > 0 tel que pour tout N € N* et tout espace de Banach
B de dimension N, il existe un sous-espace vectoriel F' de B de dimension k = 0log N
pour lequel d(F,5) <1 +e.

La version locale du théoréme de Dvoretzky est particulierement intéressante car elle fait
apparaitre la dimension log N. On a donc, par Dvoretzky “quantitatif” ou “local”, que tout Ba-
nach de dimension NV a une section presque euclidienne de dimension proportionelle a log N. La
dimension log N est optimale comme le montre le cas de BY.

Proposition 3.10 Soit k un entier plus petit que N. S’il existe un sous-espace vectoriel F de
dimension k de BY, tel que d(F, (%) <2 alors k < clog N.

Preuve : Soit (f1,..., fx) une base de F telle que tout a € C* vérifie

lally < < 2flall, - (3-3)

On applique (3.3) au vecteur aléatoire € = (ey, ..., €)' dont les coordonnées sont des variables
de Rademacher i.i.d., puis on prend 'espérance :

k
coVk <E|ld, <E||Y eifs| < 2E|el, < 2V
j=1 o

Par une inégalité maximal, on obtient que

k

k 1/2
E|S e =B max ZGJ@ £;) < c\/log N e ieN}(Z )
j=1 0o B T 7j=1

11



Soit x € {*e1,...,£en}. On applique (3.3) au vecteur (<:n, f1>, ol <:1:, fN>)T. On a d’abord,

k

k
Z<$7 Wl = ye{iglffiw}@’ ;@U, fi)li)

Jj=1 oo

k k

= max Z<?/a fj><xafj> > Z<xafj>2'

N ye{te,...,.xen} i =
On a alors d’apres (3.3) que

k k 12

CHRE NN/ s2(;<w,fj>2)

1 j=1

J 00

Ce qui conclut 'argument. [J

On voit donc que la dimension maximale d'une section euclidienne de BY est au mieux de
Iordre de log N. Ce qui prouve l'optimalité du Théoreme de Dvoretzky locale. Mais dans certains
cas, on peut avoir de tres grandes sections euclidiennes. C’est le cas des espaces ayant un cotype
non trivial.

Définition 3.11 On dit qu’un espace de Banach est de cotype q pour un certain 2 < g < 400

quand pour tout n € N* et tout x1,...,x, dans B, on a
1 1/q
E €iT; > —( x q)
( > ) > (Xt

oU €1,...,€, sont des Rademacher i.i.d.. La meilleure constante C s’appelle la constante de
cotype de B, et se note Cy(B).

Cette propriété des espaces de Banach est une propriété locale car elle ne concerne que les
sous-espaces vectoriels de dimension finie. Les espaces de Hilbert sont de cotype 2. Tout espace
est trivialement de cotype +oo car

(E

L’inégalité (3.4) peut se déduire de la croissance des suites de Rademacher : pour toute suite
(x;)ien de B et tout n € N,

n

E €Ty

2\ 1/2
) > max ||z . (3.4)
i=1

T 1<i<n

n n+1
E E €15 S E E €4
i=1 i=1

En effet, pour y = y(e1, ..., €,) € B* de norme 1 tel que |37 €| = (y,>.r, €iz;) on a

n+1 n+1 n n
Z €ii|| = <y, Z 61$¢> = <y7 Z Eil'i> + 6n+1<y7 l‘n+1> = Z €iT;|| + €n+1<y7 iBn+1>
i=1 i=1 i=1 i=1

et le résultat suit quand on prend l’espérance car y est indépendent de €, 1.
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L’espace ¢o des suites bornées ne posséde aucun cotype non trivial car si on note par (e;)i>1
sa base canonique, on a pour tout 2 < g < +00 et tout entire n,

1/2 n
<E > =1et (Z ”Q’HZO)I/Q = nl/e,
i=1

La propriété de cotype d’un espace de Banach est impliquée par des propriétés de convexité de
sa boule unité. On mesure généralement la convexité ou rotondité de la boule unité d’un espace
de Banach B par son module de convexité : pour tout 0 < € < 2,

n 2

E €€

=1

o

r+y

dp(e) = inf (1 -

|l = ol = Lt o= > ). (35)

Le module de convexité “généralise” aux espaces de Banach I'identité du paraléllogramme des
espaces de Hilbert car un résultat de Pisier (voir [35]) montre que

q

r+y LC

a—
2

R e

ople) > Ael, V0 < e <2 & < 5

,Ve,y € B (3.6)

pour A ~, C.

Les espaces de Hilbert sont les espaces de Banach les “plus convexes” : si H est un espace de
Hilbert alors son module de convexité est () =1 — /1 — €2/4 et tout espace de Banach B est
tel que dp(e) < 0 (€) pour tout 0 < e < 2.

On déduit des inégalités de Clarkson que le module de convexité de ﬂé\f pour 1 < p < oo est
donné, pour tout 0 < e < 2, par

% +0(e?) quand 1 <e <2
5@(6) =
p%pp + o(€P) quand p > 2.

Pour p = 1, il est facile de voir que K{V est tel que (5@ () = 0,¥0 < e < 1. Donc B{V n’a pas de
rotondité non-triviale.

Le lien entre le cotype d’'un espace de Banach et la rotondité de sa boule unité est rappelé
dans la proposition suivante.

Proposition 3.12 Soit B un espace de Banach et ¢ > 2. Si le module de convexité de B est

tel que dp(€) > Ae?,¥Y0 < € < 2 alors B est de cotype q et sa constante de cotype est telle que
Cy(B) < c AV,

Preuve : L’inégalité de Khintchine-Kahane dit que pour tout n et tout x;,...,x, € B, on a
n 2\ 1/2 1 n a\ 1/q
E €5 > —|E €T; .

Par ailleurs, pour tout =,y € B, on a par g-convexité de B que

1
Elly + exl|* = 5 (lly + 2l + ly = =) = lyll” + C [l]|.

On en déduit par récurrence que

<E

n

g €T

i=1

q 1/(] n l/q
) > Cl/q(z H%Hq> _
j=1
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Le résultat suit par le le résultat de Pisier rappelé dans (3.6). O

Cependant, il n’y a pas équivalence entre ces deux propriétés. Par exemple, le module de
convexité de ¢V est nul (c’est-a-dire, BY¥ n’a pas de propriétés de rotondité particuliere) mais ¢V
est de cotype 2 : pour tout n € N et tout z1,...,z, € CV,

2\ 1/2 N n
(E ) . =S E[S
1 1 Jj=1 =1
N n N n N
1/2 24 1/2 5\ 1/2
= (X)) z (X (X lwwl) ) " = X lll?)
j=1 =1 j=1
ou on a utilisé I'inégalité de Khintchine-Kahane et ce qu’on appelle la 2-concavité de la norme

j=1 =
N
‘gl .
On présente maintenant le lien entre cotype et taille des sections euclidiennes.

n

E €T

=1

n

E €T

i=1

2>1/2

N n
Z () Z (E’ Z eimij
j=1 i=1

Théoreme 3.13 Soit B un espace de Banach de dimension N et g > 2. Si B est un espace de
cotype q de constante de cotype Cyq(B) < ¢ ot cg est une constante ne dépendant pas de N alors
B admet des sections presque euclidiennes de dimensions proprotionnelles ¢ N%/1.

Notamment, les espaces de cotype 2 — comme Eév pour 1 < p < 2 — admettent des sections
euclidiennes de dimensions proportionelles & N. Dans le cas particulier de £}V, on peut méme avoir
des sections euclidiennes de dimension N/2 telle que la section orthogonale est aussi euclidienne.
Ce genre de décomposition s’appelle une décomposition de Kashin.

Théoréme 3.14 (Décomposition de Kashin) Soit N un nombre pair. Il existe un espace vec-
toriel E de E{V de dimension N/2 tel que, pour tout x € E'U E*,

aVN ||zlly < |lzll; < VN ||zl,,
ot 0 < o < 1 est une constante absolue.

La preuve de Kashin se trouve dans [25]. Une preuve tres simplifiée de ce résultat peut se
trouver dans [19]. Pour le probleme du Compressed Sensing, on s’intéresse particulierement aux
sections presque euclidiennes de la boule B{V . Mais contrairement aux résultats précédents, on ne
cherche pas la dimension la plus grande des sections euclidiennes mais on se fixe une dimension (en
fait une codimension) et on cherche un espace vectoriel ayant cette dimension precrite telle que
I'intersection de la boule Bi¥ et de cet espace soit de diamétre euclidien aussi petit que possible.
Ce probleme fait intervenir les fenétres de Gelfand et leurs duales, les fenétres de Kolmogorov.

Définition 3.15 Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé et T un sous-ensemble de E. Pour tout
entier k, on définit la k-iéme fenétre de Gelfand de T par

d*(T,E) = inf sup |z
S zesSnT

ot l'infimum est pris sur tous les sous-espaces vectoriels S de E de codimension au plus k.
La k-iéme fenétre de Kolmogorov de T est définie par

dp(T, E) = inf sup inf ||y — z||
F zeT yeF
ot linfimum est pris sur tous les sous-espaces vectoriels F' de E de dimension au plus k.
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Les fenétres de Gelfand et Kolmogorov sont réliées par un argument de dualité (voir [23]). On
a par exemple le résultat suivant :

Théoréme 3.16 Pour tout 1 < p,q < 400, on note par p* (respectivement q*) le conjugué de p
(respectivement q). On a pour tout 1 <k < N,
do(By ,3) = d"(Bg 630,

Preuve : Soit F' un sous-espace vectoriel de CV de dimension k. On note par S = F~ son espace
orthogonale (qui est donc de codimension k). On a

sup 12£||:C - qu = sup inf sup <z,:1: — y> > sup sup inlf;<z,1: — y>

zeBY Y veBY V€ 2eBN veBY zeBN VS
= sup sup (z,z)= sup |[z]..
P
z€BY 2eBN.NFL z€BNNS

On en déduit que dk(BI],V,K(]]V) > dk(BéY,ﬁé\i).

Soit S un sous-espace vectoriel de CV de codimension k. On note par F' = S+ son espace
orthogonal (de dimension k) et pour tout € CV, on note z = mgx+mpx on gz € S et mpx € F.

On a

sup inf ||z —y|, = sup inf |7sx — (y — 7px)|, = sup inf ||z —y]
veB) Y<F T weB)vEF ! seBYnsveEF a
= sup inf sup (z,z—y) <inf sup sup (z,2z—y)=inf sup (|7sz|,.—(z,¥
$€BévﬁSyEF zEBé\i< 7 > yEFxEBZJ,VﬂSzGBé\i< ’ > yer zEBé\i ( P < 7 >)
< inf sup ([|msz|,. + [zl lyll,) < sup 2]
yer zeBN P I I zeBNNS P

On en déduit que dy(B),£)) < dk(Bé\f,ka). O

Pour les fenétres de Gelfand de B{V par rapport a la métrique euclidienne on a entre autres
la dualité

d“(BY 43) = di(BY , £).

On sait, grace & [25] et [20] (voir [24]), calculer exactement les fenétres de Gelfand de B pour
la métrique euclidienne (& des constantes absolue pres).

Théoréme 3.17 Il existe des constantes absolues 0 < ¢ < C telles que pour tout 1 < k <mn,

1 N/E 1 N/k
con (1PN ) < o) < o (1, PN

Les fenétres de Gelfand sont intéressantes en Compressed Sensing car on verra que le diamétre
euclidien de la section de B{V par le noyau de la matrice de mesure A : CV — C™ détermine le
niveau de sparsité s de reconstruction de A. On introduit donc la propriéte suivante.

Définition 3.18 Soit A : CV — C™ et 1 < s < N. On dit que A satisfait la propriété de
fenétre de Gelfand d’ordre s, notée Gel fand(s), quand

diam(BY Nkerd, (YY) = sup [zlly < —=.
xEB{VﬂkerA \/g
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Dans le cas des matrices extraites de Fourier, on voit que
kerl'; = vect(T; : i € I¢). (3.7)

On est donc intéréssé par les sections euclidiennes de Bi¥ par des espaces vectoriels engendrés
par des éléments de la base de Fourier. Ce probleme a été particulierement étudié par Bourgain
dans [5, 3, 4] et Talagrand dans [40, 39]. On trouve aussi un résultat sur cette thématique dans
[21]. On rappelle maintenant un résultat de Bourgain prouvé par Talagrand.

Théoréme 3.19 ([40]) II existe un sous-ensemble J de {1,...,N} de cardinal coN (ou co est
une constante absolue positive non-nulle) tel que pour tout x € vect (I’i 11 € J),

aV'N ||z||, < v/log Nloglog N |z|, -

Il existe donc un espace engendré par co/N éléments de la base de Fourier tel que la section de
B} par cet espace est presque euclidienne & un terme en /log N loglog N prés. On sait d’aprés
un contre-exemple de Bourgain prouvé dans [21] que le le terme en /log N est nécessaire.

Théoreme 3.19 ne s’applique pas directement en Compressed Sensing car il ne concerne que les
sections de dimensions proportionnelles a NV ou le paramétre de proportionalité ¢y est généralement
loin de 1 (de l'ordre de ¢y = 1/10). En Compressed Sensing, on s’intéresse au section de Bi¥ par
kerA qui est de dimension au moins N — m avec m << N. On s’intéresse donc au régime de
sections euclidiennes de dimensions en (1 —¢€)N ou € est trés petit (de 'ordre de (slog N)/N). Ce
régime a été étudié dans [21].

Théoréeme 3.20 ([21]) Soit 1 < m < N. I existe un sous-ensemble J de {1,...,N} de cardinal
au moins N —m tel que pour tout x € vect (FZ» NS J),

aVN |z]|y < y(logy)*? |z,

ol y = \/%\/log m.

L’ensemble J du Théoreme 3.19 résulte d’une construction aléatoire. Tout comme la propriété
RIP, les méthodes de preuves pour la détermination de sections euclidiennes est basée sur des
outils probabilistes.

On voit donc, grace au Théoréme 3.20, que si J C {1,..., N} est défini comme dans Théo-
reme 3.20 alors pour I = J¢ on a

log N)(logm)>
p- :

diam(B{¥ NkerT'7, £5) < \/Cl(

Alors, pour ce choix de fréquences I, T'; satisfait la propriété de Gelfand d’ordre m/|c1 (log N)(log m)?].
On verra par la suite que cela implique que I'; est une bonne matrice de mesure pour le Com-
pressed Sensing pour les vecteurs s-sparses pour un nombre de mesures en m ~ s(log N)(log m)>®.

3.3 Connections entre les propriétés d’isométrie restreinte, de fenétre de Gel-
fand et de reconstruction exacte.

On montre dans cette section, la pertinence des propriétés d’isométrie restreinte et de fenétre
de Gelfand pour le probleme de reconstruction exacte en Compressed Sensing.

Proposition 3.21 ([10, 24]) Soit 1 <m < N et A:CN = C™. Onal)=2)=3)=4) ou
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1. A satisfait RIP(128s,1/4),
2. A est tel que diam(BY NkerA, 1)) < 1/(2y/5) (c’est-a-dire A satisfait Gel fand(4s)),
3. pour tout h € kerA — {0} et tout I C {1,...,N} tel que |I| < s, on a ||[Prh||; < ||kl /2

(c’est-a-dire, A satisfait la “propriété du noyau” d’ordre s),

4. pour tout x € ¥, argmin,cn <HtH1 DAt = Aw) = {z} (c’est-a-dire A satisfait RE(s)).

Preuve : On suppose que A satisfait RIP(128s,1/4). On note s’ = 64s et § = 1/4. Soit z €
kerA — {0}. On veut montrer que |z||, < ||z||; /21/s. On note par I 'ensemble des indices des s’
coordonnées de x ayant les plus grands modules. Puis I, 'ensemble des s’ suivants etc. jusqu’a
exhausion des coordonnées de x. Pour tout entier k£, on note par P, x le vecteur de CN qui coincide

avec x sur I et vaut zéro ailleurs.
Pour tout k > 2, on a ||Pz|l, < Vs | Pz, < (1/\/?) HPkaler En particulier,

|1Pral],
|z — Pz — Prz|ly, = Zplkﬂf <ZHPI;€33H2 \/*ZHP =, = T
k>3 , k>3 k>3
Gréace a RIP(2s',§), on a
1 1
1Pra+ Przll, < 7= [A(PLe + Ppo)ll, = — |A(e = Pra — Prpa)ll,

1 1+46 1+5H 1o
< mZHAPIkaQ ZHPIk [P N ——"
k>3 e

On en déduit, pour 6 = 1/4 et s’ = 64s, que

1Przlly _ fllly

1-6 V5 25

On suppose maintenant que tout = € kerA — {0} est tel que ||z||, < ||z||; /(2V/s). Soit h €
kerA — {0} et I C {1,..., N} tel que |I| < s. On veut montrer que || Prh|; < ||h]/; /2. On a

lzll, < lv — Prx — Prx|ly + [|[Pre + Przll, <

Rl _ el

1Pihlly < VITTIPrh < /S0 < 25

On suppose que la “propriété du noyau” d’ordre s est vérifiée. Soit x € ;. On prend

A1(Az) € argmin ([|t], : At = Az).
teCN

On veut montrer que Aj(Ax) = x. Pour cela, il suffit de montrer que si h € kerA — {0} alors
|z + h||; > ||z||. On note I = supp(z). On a

[+ Rlly = llz + hrlly + [1hrelly > llz + hrlly + el = 2], O

En conclusion, pour montrer qu’une matrice A : CV —— C™ permet la reconstruction exacte
de tout vecteur s-sparse x a partir de Az et grace a 'algorithme de Basis Pursuit, il suffit de
vérifier que A satisfait RIP(128s,1/4) ou Gelfand(4s). C’est 'objet de la section suivante.
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4 Propriété d’isométrie restreinte pour les matrices de Fourier
aléatoires

Soit I C {1,..., N} un ensemble de fréquences et I'; la matrice extraite de I" ou on a gardé
uniquement les lignes de I' d’indices dans I. La question a laquelle on souhaite répondre dans cette
section est la suivante : comment choisir les fréquences de I de telle sorte qu’apres renormalisation
I'; satisfasse RIP(s,d) avec |I| de 'ordre de s a des logarithmes pres ?

Jusqu’a maintenant la seule maniere qui ait été trouvée pour répondre & cette question est de
choisir les fréquences de manieres aléatoires! En effet, on se fixe s (cela signifie qu’on connait le
niveau de sparsité des signaux que nous sommes amenés a traiter), on introduit des variables de
sélection, qu’on appelle des sélecteurs : soit 0 < d < 1 et d1,...,dn des variables i.i.d. a valeurs
dans {0, 1} telles que P[§; = 1] = 6 (et donc P[§; = 0] =1 —¢) pour tout i = 1,..., N. On définit
I’ensemble de fréquence

I={ie{l,...,N}:6 =1}. (4.1)

Le cardinal moyen de I est § N. Cela va correspondre au nombre moyen de coefficients de Fourier
observés. On pose alors m = § N comme étant le nombre d’observations du probleme. On souhaite
avoir m de lordre de slog? N oli 8 > 1 est Pexposant du logarithme. C’est-a-dire, on pense prendre
5 ~ (slog® N)/N.

On commence d’abord par établir une borne inférieure sur § pour ce probléme.

4.1 Borne inférieure pour la sélection aléatoire des fréquences

Les signaux parcimonieux les plus difficiles a reconstruire pour le probléeme de Compressed
Sensing sont ceux qui ont des structures cycliques issus des sous-groupes de Z/NZ. On a déja
recncontré ces signaux dans la section 3.1 car ce sont eux aussi qui maximisent le principe d’in-
certitude discrét de Donoho et Stark (voir Théoreme 3.4).

On reprend I'exemple de (4.2). On suppose que N n’est pas un nombre premier. On peut donc
écrire N = s7 avec s,7 > 1. On considere le signal s-sparse x et sa tranformée de Fourier T définis
pour tout p=1,..., N par

xp:{l sip=1mod T etfn\p:{s/\({ﬁ sip=1mod s (4.2)

0 sinon sinon.

Si on observe (z; : i € I)on I = {i € {1,...,N} : §; = 1} est 'ensemble des fréquences
sélectionnées aléatoirement alors on observera un vecteur nul (z; : i € I) = 0 quand 61 = 0145 =
o+ = 014(r—1)s = 0. Cet événement a lieu avec probabilité (1 — §)7 (si d est la moyenne des
;). Notamment toutes méthodes de reconstruction de x & partir de I';x ne marchera pas avec
probabilité plus grande que 1/N quand (1 — §)™ > 1/N. Ce sera en particulier le cas quand
d < slog N/(2N). 1l faut donc prendre des sélecteurs avec une moyenne au moins de 'ordre de
(slog N)/N pour avoir un espoir de reconstruire x a partir de I';z. Entre autres, on devra oberver
un nombre moyen de |I| ~ slog N fréquences pour chaque z.

4.2 Preuve de Rudelson et Vershynin de la propriété d’isométrie restreinte
des matrices de Fourier aléatoires

Théoréeme 4.1 ([38]) Soit 0 < § < 1 et 01,...,0n des sélecteurs i.i.d. de moyenne 6. On
considére l'ensemble I = {i € {1,...,N} :6; =1} et la matrice de Fourier extraite I'.

Il existe des constantes ¢ et ¢1 pour lesquelles ce qui suit & liew. Quand § > (coslog?)/N,
alors avec probabilté au moins 1 — 4exp(—c1N/s), T'1/V/8 vérifie RIP(s,1/2).
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Preuve : Onnote A = T'; /v/5. On veut montrer qu’avec grande probabilité : Vo € ¥, (1/2) || z|, <
|Az|y < (3/2) ||z||,. Pour cela il suffit de prouver que

Lo, )
ngIZ ) | Az||3 - ‘ 1 c’est-a-dire fgzi ’ Z 5 — 0)|z:|? ’ < 1 (4.3)
olt on rappelle que Uy = {z € S : |supp(z)| < s}.

On utilise I'inégalité de concentration de Talagrand pour les suprema de processus empiriques
pour ramener le probleme (4.3) & un probleme de controle d’espérance. On rappelle que si F' est
une classe de fonctions mesurables d’un espace X et a valeurs réelles et que si X1,..., Xy sont des
variables aléatoires indépendantes a valeurs dans X alors (sous certaine propriété de séparabilité
de F'), on a pour tout t > 0, avec probabilité plus grande que 1 — 4exp(—t),

ap| 327060 - 510)

fer

N
§2E§ug‘2f(xi)—Ef(Xi) + Ko(FWt+ K |Fllt  (4.4)
€=

ou K est une constante universelle positive,

) = sup Ef?(X. ) et ||F —sup max || f .
feF; 1Pl = stp s 170

On applique cette inégalité de concentration a la classe F' = {|(-,2)|? : € U} et aux variables

aléatoires X; = 6;I';,7 = 1,..., N qui sont bien indépendantes. On a
N 0s
~ ~12
sup Ef?(X;) = sup 5|x-\4 <07, < =
faé} sup 2 Sl < 0l <

et sup pep maxi<i<n || f(Xi)llo = SUPgeu, |Z]|2, = s/N. On a alors pour t = ¢gN/s (o1 ¢ est une
constante absolue suffisament petite telle que K+/(dst)/N + K(st/N) < 1/8) : avec probabilité
plus grande que 1 — 4 exp(—coN/s),

N N
sup | > (6 — 9)[@if?| < 2B ey PICEDICEE g (4.5)
i=1 TEUs © =1

J?Eus

Il suffit donc de prouver que

l'eus

N
E:=Esup ‘2(51‘—5)@2’ < 156 (4.6)
=1

Pour le contole de 'espérance E, on commence avec un argument de symétrization et on
majore le processus de Rademacher par le processus Gaussien :

N N
E < 2EsE, sup ‘ZQ‘&'@\Q‘ <OV ¢Es By, sup ’Zgi&\@ﬂ-
TEUS i=1 TEUs i=1

Conditionallement & §,...,dy, on étudie le processus Gaussien Z(z) = SN | ;6,7 quand
x € Us. La métrique associée a ce processus est telle que : pour tout x,y € Us,

N
B(2(2) = 2)" = 3 6 ~ ) Zé @il = [5:l)" (il + 1))’

< 212%?( & (1| — |wil) sulil (Z& |24 ) = 2d1(x,y)2diam(P1FZ/{s,£§V)2
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oit on note I = {i : §; = 1}, pour tout =,y € CV,

di(z,y) = |PT(z — y)|| o, et diam(PTUs, )) = sup | PTz|,.

xeu.s
Par un argument de chainage classique, on obtient
1/2

(4.7)

E <O ¢\Es, Dudley(I)diam (PTUS, €) < ¢ (Es, Dudley(I)?) " (Bs, diam (PrTUs, €)%

ou, pour tout I C {1,..., N}, on note l'intégrale entropique de Dudley par

+oo
Dudley(I) = V1og N (Us, €, dr)de.
0

On a

N N
Es,diam (P TUs, 6))* =Esup Y 6;|#:> =Esup Y (8 — 8)|@|* + 6 < E+3.

€U i—1 reU, i—1

Ce qui donne dans (4.7) :
E < ¢1 (Es, Dudley(1)?)*VE + 5.

On obtient alors E < max (6/16, coEs, Dudley(I)?). On est donc amener & calculer les entropies
intégrales de U, pour les différentes métriques dy. On commence d’abord par un calcul d’entropie.

Lemme 4.2 Il existe des constantes absolues c3 et cy4 telle que ce qui suit a lieu. Pour tout
Ic{l,...,N} et tout e >0, on a

0 si € > +/s/N,

slog|I|log N ; [caslog N
log N(Us, e,dr) < c3 Nez si /SR < €< y/s/N,

\I\log(ﬁ?) si0<e§,/c4§\}?ﬁN.

Preuve : Pour tout z € U, on a |T|e < +/s/N donc Us C /s/NB; ou By est la boule unité
associée & dy. Notamment, log N (U, €,d;) = 0 quand € > y/s/N. On a aussi, par un argument
volumique : pour tout € > 0,

N(Us,e,dr) < N(\/s/NBy,eB) < (:\/E)'I'.

Pour le régime intermédiaire, on utilise la méthode empirique de Maurey (voir [36, 37]). Pour
simplifier les notations, on donne la preuve dans le cas réel. Le preuve est identique pour le cas

complexe.
On voit que pour tout = € Us, ||z]|; < /5||zlly < /5. On a done Us C /sBi¥ et

N(Z/[& €, dl) < N(B{V> (E/\/E)BI)

Soit x € BY. On note z = Zfil Aie; ol (e1, ..., en) est la base canonique de RY et Zf\il Al < 1.
On considére la variable aléatoire Z & valeurs dans {0, ey, ..., +eyn} définie par

P[Z =0] =1—|[z||; et P[Z = sign\;e;] = |\j| pour i =1...,N.
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De telle sorte que EZ = x. Soit p un entier & déterminer plus tard et Zi,...,Z, des variables
i.i.d. distribuées comme Z. On a

N V4 p
1 1 1
Ezidf(x,—E Z») ) PIF<7§ Z-—x) < coEzEy, |~ g;PTZ;
P j p j 9i |l j j

< cEzEy, max‘ Zg]<FZ,Z ‘

Par une inégalité maximal Gaussienne, on obtient

> z log ||
J;Zj) < c1y/log|I| max g N

Eyz.dr (

”3\»—‘

Si p est tel que p > cislog|I|/(Ne?) alors Ez,dy (m, % Z;\le Zj> < €/+/s donc il va exister w €
tel que d (:L', % Zjvzl Zj(w)) < €/+/s. Alors 'ensemble

{

est un €/+/s-réseau de Bi¥ pour d;. Cet ensemble est au plus de cardinal (2N + 1)P.00
Grace au calcul des nombres d’entropie de Lemme 4.2, on obtient pour tout I C {1,..., N},

Dudley(I) < 05\/;{\/1055 (eN/s) +log N + /log |I|(log N 3/2}

On obtient donc

P
Zzi:zl,...,zpe{O,j:el,...,:teN}}
=1

"=

log? N
Ey, Dudley(I)? < & 5508

% [log (eN/s) +log® N + (log N)?’IE(;Z. log |I|] < ez

Donc, si § > 08% pour cg une constante absolue assez grande, on aura Es, Dudley(I )2 <
d/(16¢2) et donc E < 46/8. O

4.3 Sources potentielles de pertes logarithmiques dans ’argument de Rudel-
son et Vershynin

Les sources potentielles de pertes logarithmiques dans I’argument précédent sont repérés par
des . Il y en a principalement deux.

Le repere (x1) est placé sur l'inégalité entre processus Gaussien et processus de Rademacher.
Cette inégalité peut étre source d’une perte logarithmique méme si on a pour tout 7 C CV,

N
E sup ‘ Z €it;
i=1

La précision des inégalités de (4.8) dépend de la “nature” des vecteurs de T'. Quand les vecteurs
de T sont “bien étalés” (c’est-a-dire une grande majorité des coordonnées sont du méme ordre de
grandeur) alors il n’y a pas de réelle différence entre les surpema des processus gaussiens et de

(4.8)

N
< c94/log NE sup ‘ Zeiti .
i=1

N
< clEsup‘ git;

teT
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Rademacher. Par contre, quand I’ensemble T est fait de vecteurs parcimonieux alors il y a une

différence entre ces deux suprema. Par example quand 7' = {ey,...,en}, on a
E sup ‘ €it log N.
Z "

De méme quand on travaille avec des vecteurs m-sparse, on

E sup ‘ Z €t =

tEUm

N
=+/m et E sup ‘Zgiti ~ 1/mlog (eN/m).
i=1

teEUm

Il y a donc une perte logarithmique pour T' = U,,, entre les deux suprema quand m n’est pas une
proprotion de N. C’est le cas pour le probleme de la propriété d’isométrie restreinte.
En effet, conditionnellement a d1,...,dy, on travaille avec ’ensemble

PiTU; = {(81Z1,...,08TN)T 2 € Uy}

qui est un ensemble constitué de vecteurs a support dans I. Comme [ est de cardinal moyen
0N << N, les vecteurs de P;I'Us sont parcimonieux et donc on peut s’attendre a une source de
perte logarithmique au niveau de (x1).

La deuxiéme source potentielle de perte logarithmique est repérée par (x2). Ici c’est une perte
due a I’argument de chainage. Il est connu que 'intégrale entropique de Dudley n’est en générale
pas optimale pour le controle des suprema des processus Gaussien. Pour cela, il y a une autre
mesure de complexité qui est appelée le o de Talagrand.

Définition 4.3 Soit T un ensemble muni d’une semi-métrique d. Une suite admissible de T
est une suite (Ty)s de sous-ensembles de T telle que |Ty| < 1 et |Ts| < 22°Vs > 1. Le v de (T, d)
est défini par

T,d) = inf su 2s/2 d(msqt, st
T d) = i tquZ +16,751)

ot linfimum est pris sur toutes les suites admissibles de T et pour tout s € N et t € T, wst est
un des points de T les plus proches de t pour d.

Théoréme 4.4 (Théoréme de la mesure majorante, [41]) Il existe des constantes absolues
0 < ¢y < ey telles que pour tout T C CV, on a

coya(T, £5) < ESU?ZQJ < e (T, 6).
te

Pour contre, il peut y avoir des différences logarithmiques entre 'intégrale de Dudley et la
fonction 5. Par example, pour la boule B{V

Dudley(BYN , 1)) ~ (log N)*/? et vo(BY, £)') ~ \/log N.

Dans le cas de la condition RIP, on pense étre dans un tel cas ou il y a une différence entre
Iintégrale de Dudley et la fonction ~s.
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