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Résumé

1 Introduction

Le probleme du Basis Pursuit est une procédure de minimisation d’une fonction convexe sous

contrainte affine :
min f(t) (BP)
ou f(t) = |It||; ou K = {t e RN : At = y}.

On a vu dans les deux chapitres précédents qu’il était possible de réécrire (BP) comme un
probléme de programmation linéaire. Il existe aussi des algorithmes qui permettent d’implémenter
des problemes du type (BP) sous des contraintes assez faibles.

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples de ces algorithmes qui peuvent étre utilisé
dans de nombreux autres problemes d’optimisation au dela du Basis Pursuit. Cet exposé donne
I’occasion de rappeler quelques notions en optimisation convexe, comme le sous-gradient et les
opérateurs proximaux.

2 L’algorithme Forward-Backward

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la méthode de descente de gradient est un
algorithme itératif de la forme

Tpy1 = o — MV f(zk)

qui a pour but de chercher le minimum d’une fonction convexe f pour un probléme d’optimisation
sans contrainte.

Dans le cas d’un probleme de minimisation sous contraintes, une variante de la méthode de
descente de gradient est de chercher des directions de descentes tout en s’assurant que les itérés
successifs sont bien dans I’ensemble de contraintes. La méthode s’écrit alors

Th+1 = Tk + Dk

ou

. 1
pi € axgmin ((Vf(e).p) + 5 - Ipll3 - 20+ p € K).
p
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La contrainte "z + p € K” est ici pour assurer que l'itération suivante x; reste bien dans K.

Une autre idée est de considérer une itérée de la méthode de descente de gradient comme
si le probleme n’était pas contraint et, ensuite, de projeter cette itération sur la contrainte.
L’algorithme s’écrit alors :

1. étape de descente :
Yes1 = Tk — eV f(2k)
2. étape de projection :
Tt1 = Projg (Y+1)
ou projg(+) est 'opérateur de projection sur K défini par projx(y) € argmin, g ||y — z||,.

Cet algorithme est appelée algorithme du gradient projeté.

Pour les deux algorithmes précédant la fonction objectif doit étre différentiable. Ce n’est pas le
cas du Basis Pursuit. On va alors considérer d’autres procédures. Mais avant cela on va introduire

les notions de sous-gradient et de fonction proximale.
Une maniere de voir la méthode du gradient projeté est d’écrire

. /1 )
ke € arganin [ (o — 0¥ (@)l = angmin (2 e (m — V(@) 3+ ixc ()
ueK uweRN

ou ix(u) est la fonction indicatrice de K définie par

i (u) = +oo  quand u ¢ K
EAR) = 0 quand u € K.

Ainsi, si on définit la fonction
. (1 2 .
prox;, (z) € argmin (5 llu—z||5 + 1K(u)> (2.1)
u
on peut réécrire ’algorithme du gradient projeté comme

Try1 = prox;, (zr — iV f(2r)).
On peut étendre la définition de I'opérateur introduit dans 2.1 & toute fonction convexe.

Définition 2.1. Soit f : RV — R une fonction convexe. L’opérateur proximal de f est la
fonction définie pour tout z € RN par

/1
proxs(z) € argimn (5 llu — zHg + f(u))

Exemple 2.2. [Fonction proximale de la morme (1] L’opérateur proximal de ¢, : © —
|z||, est Uopérateur de seuillage doux. En effet, on voit que la fonction a optimiser définissant

Vopérateur prozimal de v01 (pour > 0) est décomposable : pour tout u € RY,

N

1 ) 1

5 lu =203 + v llull, = 37 (505 = 2)? + A1)
j=1

1l suffit alors de minimiser chaque terme de cette somme. On est donc amené a trouver une
solution au probléme (a une variable) : pour tout s € R,

1
argmin <7(s — 1) + 7|t|).
teR N2



Pour obtenir ce minimum, on étudie p(t) = (s —t)?/2 + 7|t| sur (—o0,0), {0} et (0,+00). On
voit que @ atteint son minimum en s —y sur (0,00) quand s —~ > 0 et que ce minimum est plus
petit que p(0) sous cette condition. De méme, quand s < —~, ¢ atteint son minimum en s +
sur (—o0,0) et est plus petit qu’en zéro. Finalement, quand —vy < s < =y, on voit que le minimum
de ¢ est atteint en 0. On a donc

1 s—ry S§18 >y
argmin (5(s =2 +90t) =4 0 si —y<s<y =s(s)(s|—7),
teR s+ sis < —v

qui est l'opérateur de seuillage douxr pour un seuil égal a y. L’opérateur de seuillage dur étant
s — sI(|s| > ) qui peut étre obtenu comme 'opérateur proximal de l’indicatrice de 0 :

1 v
artger]gm (5(3 —t)? + ?I(t # O)) =slI(|s| > )

oty I(t # 0) vaut 1 quand t # 0 et 0 sinon. On a donc pour tout z € RV,

N
prox ., (2) = (sen(z) (12| = 1)+) -, (2.2)
qut est lopérateur de seuillage doux par coordonnées et
N
Prox(y2 o)), (2) = (21 (11 = 7)), (2:3)

qui est lopérateur de seuillage dur par coordonnées.

On peut généraliser la méthode du gradient projeté a n’importe quel probleme de la forme
min f(x) + g(x)

ou f et g sont convexes et f est, de plus, différentiable. On obtient alors la méthode du gradient
proximal aussi appelé forward backward splitting algorithm (FBS) :

Tp1 = proxXy, o(zp — 1V f(zk))

o (nx)k est la suite donnée des step sizes.

Il est parfois utile de voir les algorithmes itératifs comme des algorithmes de point fixe. L’idée
est que si x* est solution d’un probleme si et seulement z* est solution d’'un probleme de point
fixe du type x = F(z) alors une maniére naturelle d’approcher x* est de considérer les itérations
Th+1 = F (:Uk)

On va donc réécrire FBS comme un algorithme de point fixe. Cela expliquera pourquoi le step
size My, dans la phase forward (explicite) de la descente de gradient est pris ici égal au parametre
nx apparaissant dans la phase backward (implicite) de la "projection” par l'opérateur proximal
"prox., ;7. Pour cela, on introduit une notion qui généralise la notion de dérivée dans le cas des
fonctions convexes.

Définition 2.3. Soit f : RY — R une fonction convexe. On définit la sous-différentielle de f

en x par
0 f(x) = {gGRN : fx+h) > f(z) + (g,h) pour touthGRN}.

Les éléments de la sous-différentielle sont appelés sous-gradients.



On peut voir que si f est une fonction convexe différentiable en x alors

0" f(z) ={Vf(2)}

cad, la sous-différentielle de f en x est réduite au singleton Vf(z). En effet, la condition du
premier ordre! : pour tout h

flx+h)> f(x)+ <Vf(;c),h>

montre que V f(z) est un sous-gradient de f en x. De plus, pour tout 2 € R, on a quand € | 0,

En particulier, si ¢ € RY est un sous-gradient de f en z, on aura par passage a la limite quand
€ } 0 dans

f(@+eh) — f(z)
- > (g, h)
que (Vf(z),h) > (g,h) et ceci pour tout h donc g = V f(z). Autrement dit V f(z) est I'unique
sous-gradient de f en x quand f est différentiable en x.
On a aussi les propriétés suivantes pour toutes fonctions convexes f et g et tout v > 0 :

O~ (V) (@) =v0" f(x) et O™ (f + g)(x) = 0" f(x) + 0" g(x).

Exemple 2.4. [Sous-différentielle de l’indicatrice d’un espace affine] Soit A € R™*N et
y € R™. On considére Uespace affine des solutions K = {x € RN : Az = y} et Uindicatrice iy de
K. On a pour tout x € RN

. _ Im(AT)J' size K
a(m)(m)—{( a) e

En effet, siz € RN on auraig(z+h) = 400 dés que x+h ¢ K et doncir(z+h) > ix(z)+{g,h)
pour tout g € RN. Si x4+ h € K alors ix(x +h) =1 et donc 0~ (ix)(z) = 0 si ix(x) = +oo cad
quand © ¢ K sinon g € 0~ (ix)(x) si et seulement si 0 > <g, h> pour tout h tel que x + h € K.
Or quand x € K, on a x + h € K si et seulement si Ah =0. On a donc, pour tout x € K,

O (ig)(x) = {g: (g, h) <0 pour tout h € Ker(A)}.

On conclut avec Ker(A) = (Im(AT))J'.

Exemple 2.5. [Sous-différentielle d’une norme] Soit ||-|| une norme sur RY, en particu-
lier, c’est une fonction convere admettant donc une sous-différentielle. Pour calculer la sous-
différentielle de |-, il est utile d’introduire la norme duale de ||-|| : pour tout g € RV,

2]l = sup (z,z).
[[=[I<1

On note par By la boule unité de la norme duale et par Sy sa sphére unité. On a

0" |l (z) = {g € Sv: {g,z) =l }.

1. On obtient cette condition en remarquant que pour une fonction convexe f, f(z+th) < tf(x+h)+(1-t)f(z)
pour tout 0 < ¢ <1 et donc f(z + h) > f(z) + (g(t) — g(0))/t o g(t) = f(z + th) et g'(0) = (Vf(z), h). Alors, en
passant a la limite quand ¢ | 0, on obtient la propriété de premier ordre.




En effet, si g € S, est normant pour x alors pour tout h € RY,
Iz +hll = |zl = (9,2 + h) — (9,2) = (g, )
donc g € 0~ ||-|| (). Réciproquement, soit g € RN tel que pour tout h € RN
Iz + Rl = |zl > (g, h)-

En particulier, ||h|| > (g, h) pour tout h et donc ||g||, < 1. De plus pour h = —z, on a (g,z) > ||z||
donc ||g|l, > 1. On en déduit que ||g||, =1 et que ||z|| = (g, ).
Un exemple classique est celui de la norme £1, pour laquelle on a

O |ll; (x) = {g e SX: gi=sgn(x;),Vie I} ={g e RN : g; =sgn(x;),Vi € I et |g;| <1,Vi ¢ I}
ot I = supp(x).

Proposition 2.6. Soit f : RN — R une fonction conveze. Il y a équivalence entre :

1. z* est solution de min, f(x)

2.0 €9 f(z*)

Démonstration. Si x* minimise f sur RY alors pour tout h € RN, f(x + h) > f(x) et donc 0 est
une sous-gradient de f en z.

Réciproquement, si 0 est un sous-gradient de f en z* alors par définition, pour tout h, on a
f(xz* 4+ h) > f(z*) et donc f atteint bien son minimum sur RY en z*. [ |

Proposition 2.7. Soit f : RV — R une fonction conveze différentiable et g : RY — R une
fonction convezxe. Soit v > 0, il y a équivalence entre :

1. x* est solution du probléme min, f(x) + g(x)

2. x* = prox, (z* —yV f(z¥)).
Démonstration. On remarque que pour tout z € RV, on a
u* = prox, (z) & z —u* € y0" g(u”). (2.4)

En effet, d’apres la Proposition 2.7, u* est solution du probléme proximal associé a ~yg si et
seulement si 0 est un sous-gradient de u — |lu — 2|3 /2 4+ vg(u) qui est équivalent & z — u* €

Y0~ g(u").
On en déduit la suite d’équivalences ci-dessous :
ot = prox, (z" =V [f(z%)) & 2" =V [f(a") — 2" € 70 g(z")
& V(@) €70 g(x")
S0€d (f+g)(z*)

< x est solution au probleme min f(x) + g(x).
x

On peut donc maintenant réécrire I’algorithme FBS comme un algorithme de point fixe 511 =
F(z1) pour la fonction F(z) = prox, (z — vV f(z)).



Exemple 2.8. [FBS pour le LASSO] L’algorithme FBS peut étre utilisé pour implémenter le
LASSO. On rappelle que le LASSO est solution au probléeme d’optimisation :

1
i € argmin (5 |ly — Az|} + |zl ).
zeRN 2

On pose f(x) = |ly — AIBH; /2, qui est conveze et différentiable et g(z) = X||x||; qui est conveze.
L’algorithme FBS s’écrit alors

Trr1 = prox, ., (T + A (y — Azp))

ot () est une suite donnée de step sizes. L’algorithme PrOX, A|l, @ été identifié précédemment
comme étant l'opérateur de seuillage douzr de seuil \y.

Dans I'exemple précédent, si la régularisation £1 est remplacée par la régularisation £y, I’algo-
rithme FBS associé est

T = Prox, ), (2r + A (y — Axy))

. . . . s . s
ou () est une suite donnée de step sizes et 'opérateur proximal Prox.,, y||-f, €st Iopérateur de

seuillage dur de seuil /2Ay,. Dans le cadre du Compressed Sensing, cet algorithme (pour un
choix particulier de step-size np = 1 et de parametre de régularisation \) a été introduit sous le
nom d’Iterative Hard Thresholding (IHT).

Définition 2.9. Soit 1 < s < m un entier et zo € RN un vecteur s-sparse. L’Iterative Hard
Thresholding (IHT) est la suite des itération (xy)r de point initial xo et dont les itérés sont
obtenus par

Tpr1 = Hs (ajk + AT(y - Amk))

ot Hy : RN — RN est lopérateur ne gardant que les s coefficients ayant les plus grandes valeurs
absolues.

On peut aussi voir IHT comme un algorithme de descente de gradient projeté sur ’ensemble
non-convexe Y : Zy41 = projs_(zx + AT (y — Axy)).

L’étude de la convergence de IHT peut se faire sous la condition RIP(3s) pour une constante
d’isométrie assez petite.

Théoréeme 2.10. Soit A € R™*N telle que pour tout € L3,
2 2 2
(L =0) [lzll3 < [[A=z[[3 < (1 +6) [|l=l3 (2.5)

pour un certain 0 < 0 < 1 et un certain s € [1,m]. Soit x € X5 et y = Az. On définit la suite des
itérations de IHT par un point initial xo € Sy et la récurrence xpy1 = Hy(xy, + AT (y — Axy)).
On a pour tout entier k

s = zlly < (20)" [lzo — ]l

et donc (zy), converge exponentiellement vite vers x dés que § < 1/2.
Pour démontrer ce résultat, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 2.11. Pour tout vecteur u,v € RV tels que |supp(u) Usupp(v)| < 3s, on a

[(u, (T = AT A)o)| <6 ully [[v]l,



Démonstration. On note T' = supp(u) U supp(v) et par Ar la matrice de taille m x |T| qui est
extraite de A ou seules les colonnes de A dont les indices sont dans T" ont été gardées. On suppose
que |T| < 3s. Comme I — A;AT est symétrique, on a (voir Lemme 3.8 de la démonstration de
RIP pour les matrices sous-gaussiennes)

1= afac|, = sw o - AFAne) = swp |l — [ Aral3] <o

222 z),=1 llzll,=1

On en déduit que
|(u, (I — ATA)U>| = [(u,v) — (Au, Av)| = [{ur,vr) — {Apur, Apor)|
= |(ur, (I = AR Aryor)| < lurly |[(1 = AF Ag)or

.

:
< lurlly | £ = AT Az llvrlly <6 lull ol

Preuve du Théoréme 2.10. On note
up =+ A (y — Azy) =, + AT Az — 2. (2.6)

Par définition, x4+ est la meilleure approximation s-sparse de ug, en particulier, meilleure que
x; on a donc
[Zp1 — uklly < o — ull, -

En écrivant
|21 — well3 = 2ps1 — 2 + 2 — wplly = lloers — 23 + 1z — el + 2(@p4r — 2,2 — wi)
dans l'inégalité précédente, on obtient
|z — 2y |l3 < 2wp1 — x,up — ) = 2(@hi1 —x, (1 — AT A)(x — z)).
Comme |supp(zg4+1 — ) Usupp(zg — )| < 3s, on applique le Lemme 2.11 pour obtenir
(s — 2, (I — AT A) (g — 2))] < 6 lanss — 2l llzx — .

En combinant les deux derniére inégalités, on obtient bien le résultat annoncé. [ |

Conclusion : Pour le probléme de minimisation min, f(z)+ g(z) ot f et g sont convezes et [ est
différentiable, on peut utiliser l’algorithme FBS pour approcher une solution. Cette méthode est a
Uorigine de Uintroduction de 'algorithme THT en Compressed Sensing qui converge exponentiel-
lement vite vers la solution du basis pursuit sous une condition RIP.

3 Douglas-Racheford
La procédure du Basis Pursuit peut étre réécrite sous la forme
min f(z) + g(z) ot f(z) = |[z[; et g(x) = ix(z) (3.1)

pour K = {z € RN : Az = y}, Vespace des solutions. Les deux fonctions f et g sont bien
convexes mais aucune n’est différentiable. On ne peut donc pas utiliser une algorithme FBS. On
va construire un algorithme qui ne nécessite que la convexité pour étre défini.



Définition 3.1. FEtant donné un point initial o et un parametre v > 0, l'algorithme de
Douglas-Rachford est la suite des itérations (x)y définie par zq et la relation de récurrence

Yk+1 = pl"OXWf(HCk)
Zkt1 = ProXyg(2yk1 — o)
Thtl = Tk + 2k41 — Ykl

Cette algorithme peut étre vu comme un algorithme de point fixe.

Proposition 3.2. Soit F((r) = x + prox, ;(2prox,,(z) — z) — prox, (z). Si z = F(z) et z* =
prox, () alors x* est solution du probléme min, f(z) + g(z).

Démonstration. On suppose que z = F'(z) et % = prox,,(z). On a alors
prox, ((2z" — z) = 2™ = prox,,(2).
Ainsi, en utilisant I'argument de (2.4), on a
—x* 4+ 2z €0 f(z¥) et z— " € y0 g(z™).

On en déduit alors que 0 € 07 f(x*) + 0~ g(x*) et donc z* est bien solution de min, f(z) + g(z).
|
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