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Exercice 1. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles a densité sur R? tel que :
(i) X suit une loi I'(2,A) (de densité fx(z) = ANze ™ Li,503),
(ii) la loi conditionnelle de Y sachant X est la loi uniforme sur le segment [0, X] (ou, en d’autres
termes, la densité conditionnelle de Y sachant que X = z est fy‘X:z( )= % {0<y<a})-

1. Déterminer la densité de (X,Y) ainsi que la loi de Y.
2. Déterminer la densité conditionnelle de X sachant Y.
3. Calculer les quantités suivantes :
(a) E[XY] (on pourra utiliser le fait que E [X?] = &),
(b) E[Y | X],
(©) E[X| Y],
4. En utilisant la méthode de la fonction muette, déterminer la loi de X — Y.
Solution. 1. Pour tout couple (x,y), on a f(x y)(z,y) = fy|x=2(¥) X fx(x) = A2 Tocy<ays
d’ou

y) = / N e Lgey oy do = ALysg e,
R

et ainsi Y suit une loi exponentielle de paramétre .
2. Soit y > 0, on a

fX,Y(:Ly) -z 1 —Az—
Ixy=y(7) = TR N e M L jgcyca Y M =Xe M Ly oy
3. (a)
+o00 22 1 +o00
E[XY] = / / zyN?e” ]l{0<y<z} dydx = / Nge A ?dx = 5/ 23X e M dy
0 0
3
= SE[X*) = .

(b) On calcule pour z > 0

oo 1 [° x
Ufy|x=(y)dy = Y= ljocycaydy = — [ ydy = -,
R 0 X X 0 2

donc E[Y | X] = &
Remarque : on a E[XY] = E[E[XY | X]] = E[XE[]Y | X]] = E[XTQ] =3
(c) Soit y > 0 on calcule

+00 +oo
/ rhe AEY) Tiocy<ay dz = e’\y/ zhe M dy = M ([—x e_/\””];Oo + / e_’\x> = y-i—X,
R Yy Y

donc E[X | Y] =Y + ;.

4. Soit h borélienne bornée :

“+o00o x
Eh(X —Y)] = /O /O h(z — y)A\2e " dydz,

en faisant le changement de variable u = x — y & x constante, puis par Fubini on obtient

+00 +oo  ptoo +oo
h(X —Y)] / / w2 due Mdz = / / ANh(u)e M dadu = / Ma(u)e ™M du
0

on en déduit que X — Y suit la loi exponentielle de paramétre .



