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DM 8 : Estimation statistique

Exercice 1 (Loi exponentielle translatée). On observe x = (z1,...,2,) que on considére comme la
réalisation du vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,,), ou les X, sont des variables aléatoires i.i.d. de la
loi Py de densité fy(z) = e~ (=D 1,54, de paramétre inconnu 6 € R.

1.
2.
3.

Ne o

Soit Y une v.a. de loi exponentielle de paramétre 1. Montrer que X; a méme loi que Y + 6.
Calculer 'estimateur par la méthode des moments HA%M de 6. On utilisera le moment d’ordre 1.

Montrer que ’estimateur QA,I\l/IM est convergent et asymptotiquement normal. Déterminer son
risque quadratique moyen.

Calculer Iestimateur du maximum de vraisemblance 62V de 6, et déterminer sa loi.

Vérifier si estimateur 6MV est convergent.

Déterminer son risque quadratique moyen RQM, (6MV).
Etudier la convergence en loi de n® (é,l\fv — 0) lorsque n tend vers infini. En déduire que é,l\{w
n’est pas asymptotiquement normal et préciser la vitesse de convergence de I’estimateur.

Solution. 1. Notons V =Y +6. Il est clair que V' > 6 p.s. La fonction de répartition de V=Y +60

vaut Fy (v) =0 pour v < 6, et pour v > 6
Fy(v) =Py(V<v)=Py(Y <v—0)=Fy(v—0)=1—e "9

car v — 6 > 0. En dérivant on trouve que la densité de V est fy. Donc, V' et X ont bien la méme
loi.

On a Eg[X,] = Eg[Y +6] = 1+ 6. Pour PEMM, en posant 1+ 6 = Z,, on obtient M = X, —1.
Par la LFGN, on a bien é,l\L/IM =X,-1—=14+60—1=0 p.s.. Dot la convergence de 'EMM.
D’aprés le TCL, on a

VRN — ) = (X, — 1) — 0) = va(X, — Eg[X1]) = N(0, Vare(X1)),

avec Varg(X;) = Varg(Y 4+ 6) = 1. EMM est donc bien asymptotiquement normal avec une
vitesse de convergence de n~1/2, Quant au risque quadratique moyen, on trouve

RQM, (0MV) = (Eg[0™™] — )2 + Var(0™™) = 0 + %Vare()ﬁ) — %

. Pour ’EMYV on calcule la fonction de vraisemblance

L(x1,...,2n;0) = Hf@(l‘i) = He_“”‘g]l{mi >0} = e Zim Tt {3y > 0},
i=1 i=1
ot z(1y = min{xy,...,z,}. D'une part, la fonction § — 1{x) > 0} est maximale pour tout

zitn0 ost croissante en 6. Cela implique que le

0 < x(1y. D’autre part, la fonction 0 — e~ 2
maximum est atteint en 6 = x(1). Donc, TEMV est éﬁw = X)-
Pour la loi de érl\fv, il est clair que HA}Y{V > 0 p.s.. La fonction de répartition est donnée pour

t > 0 par

Fé%\;(t) = Pg(X(l) < t) =1- Pg(X(l) > t) =1- [Pg(Xl > t)]n =1- [P@(Y >t+ 0)]”

=1 — e+,

Dong, la densité de MV est donnée par fauv () = ne™ =0 1{t > }. Autrement dit, notons Z,

des v.a. de loi exponentielle Exp(n), alors é,l\fv a méme loi que Z,, + 6 pour tout n.



5. Notons A, = {|MV — 6| > a,,} pour des a,, > 0. On a
Po(An) = Po(03" > 0+ an) =1 = Fpuv (0 + an) = e """

En choisissant a,, = 1/y/n, on obtient >, Py(Ay) < 00, et le théoréme de Borel-Cantelli implique
que Py(limsup A, ) = 0. Autrement dit, é,l\l/w — 0 p.s., d’ou la convergence.

6. On a Eg[0MV] = Eg[Z, + 0] = L 40 et Varg(0MV) = Varg(Z, + 0) = L. Alors, le risque
quadratique moyen vaut

RQM, (0MY) = (Eo[0™Y] — )2 + Var(f™V) = %

7. Remarquons que n® (é,I\L/[V —6)>0p.s.Onapourt>0

Py (n“(é}f‘/ -0) < t) =Py (é,l,‘f" < T+ 9) =1—em "
Pour o = 1 on reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle Exp(1). Donc, on a

montré que n(AMV —0) £, Exp(1). La vitesse de convergence est alors de 1/n. Dans ce modéle,
I’EMV converge plus rapidement que 'EMM, et 'EMV n’est pas asymptotiquement normal.



