ECOLE POLYTECHNIQUE MAP 361 2019/2020

PC 1 : Probabilités discrétes

Les exercices [I] et [6] sont corrigés pour vous donner un exemple de rédaction. Les exercices[4]
et |7 seront particulierement discutés en PC.

1 Evénements, probabilités et indépendance

Exercice 1 (EVENEMENTS INDEPENDANTS). Soit = {w1, ws,ws,ws} un ensemble & quatre
éléments, muni de la probabilité uniforme P. On définit les événements A = {wi, w2}, B =
{wi,ws} et C == {ws,ws3}. Montrer que A, B et C sont indépendants deux a deux. Comparer
P(ANBNC) et P(A)P(B)P(C).

Solution. Pour chaque i € {1,...,4}, on a par définition P({w;}) = 1/|Q] = 1/4. D’une part,
P(A) = P({wi}U{wa}) = P({w1}) +P({w2}) = 1/2 et, de méme, P(B) = P(C) = 1/2. D’autre
part, AN B = {w;} et donc P(AN B) = 1/4. Donc, on a montré que P(AN B) = P(A)P(B),
d’ott 'indépendance de A et B. Les événements A et C sont indépendants pour la méme
raison, de méme que B et C sont indépendants.

Comme ANBNC =10, onaP(ANBNC)=0. En revanche, P(A)P(B)P(C) = 1/8. Cela
implique que A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants.

Exercice 2. Soit {2 un ensemble fini ou dénombrable et soit P une mesure de probabilité
quelconque sur 2. On fixe deux événements A et B.

1. Supposons que P(4) = 2 et P(B) = %, montrer que 15 < P(AN B) < 1. Exhiber des
exemples qui montrent que les deux bornes peuvent étre atteintes.
2. Montrer que si AU B = ), alors

P(AN B) = P(A)P(B) — P(A°)P(B°).

Solution. 1. On sait que P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB) et P(AU B) < 1, d’ou,
comme par ailleurs AN B C B,

% — P(B) > P(ANB) = P(A)+ P(B)—P(AUB) > P(A)+ P(B)—1 = >4~ —1—= L.

Prenons 2 = {1,...,12} et P la loi uniforme; pour A = {1,...,9} et B =1{9,...,12}

ona ANB = {9}, dou P(A) = 2, P(B) = 3 et P(AN B) = -, tandis que pour le

méme A ={1,...,9} mais B={1,...,4tona ANB = B, d’oﬁIP’(A):%,IP’(B):%:
P(AN B).

2. SiP(AUB) =1, alors

P(A)P(B) — P(A°)P(B) = P(A)P(B) — (1 — P(A))(1 - P(B))
=P(A)P(B) — (1 - P(A) - P(B) + P(A)P(B))
=—-1+P(A) +P(B)
=-P(AUB) +P(A) +P(B)
=P(ANB).



Exercice 3 (CONDITIONNEMENT). L’exercice suivant est trés classique et a de nombreuses
variantes. Il illustre I'utilité d’une formulation mathématique rigoureuse pour éviter des piéges
et des paradoxes dus a des raisonnements spécieux.

Une famille a deux enfants. On suppose les 4 configurations (wy,ws) avec w; le sexe du iéme
enfant équiprobables.

1. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que le plus
jeune enfant est une fille vaut %

2. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que I’enfant
plus 4gé est une fille vaut %

3. Montrer que la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que I'un
des enfants est une fille vaut %

Solution. 1. IciQ ={(F, F),(G,G),(F,G),(G, F)}. L’événement que le plus jeune enfant
est une fille correspond a l’ensemble A = {(F, F'), (G, F')} qui se produit avec probabilité
P(A) = |A|/|2] = 1/2. Pour la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant
que le plus jeune enfant est une fille on obtient alors
P F)}NA)  PHFF)}) /4 1

PH(E, F)} [ A) = PA) =) "iz-7%

2. Par le méme raisonnement, en notant B := {(F, F),(F,G)} I'événement que I'enfant
plus agé est une fille avec P(B) = |B|/|?| = 1/2, on obtient

_P{(RFRNB) _PUEFY _ 141
PU(P. P} | B) = Sia 08 - LRl - 2 o

3. Notons C := {(F, F),(F,G), (G, F)} I'événement que I'un des enfants est une fille. On
aP(C)=1C|/|Q =3/4 et donc

PR, F)} | C) = PAED 141

P(C)  3/4 3

2 Borel-Cantelli

Exercice 4 (LIMITE SUPERIEURE D’ENSEMBLES). Soit (A;),>1 une suite d’événements.

1. Que représentent les événements

NU4 o« U4

k>1n>k k>1n>k

respectivement ? Le premier est noté lim sup,, ;o An.
2. Si l'espace €2 est R, donner limsup,, ,., A, dans les trois cas suivants :
(a) Ap =[-1/n,3+1/n],
(b) An=[2— (~1)", 2+ (~1)"],
(¢) Ap = puN, ot (pn)n>1 est la suite ordonnée des nombres premiers et p,N =
{0, P, 2pn, ...} est I'ensemble des multiples de py,.

3. Comparer les événements lim sup,,_, (A, UB,,) et limsup,,_, . (A, NB,) respectivement
avec limsup,,_, ., A, et limsup,,_, Bn.



Solution. 1. On a

w € ﬂ U A, <= Il existe une infinité d’indices n tels que w € A,
k>1n>k

tandis que

w E U ﬂ A, <= pour tout indice n & partir d’'un certain rang w € A,,.
kE>1n>k

2. (a) La suite (Ay),>1 étant monotone décroissante (A, O Ap41 pour tout n > 1), on
a pour tout k > 1, >, An = Ay = [-1/k,3 4+ 1/k]. D’une part, on voit que
0,3] € A C U,,>, An pour tout k; d’autre part, pour tout s < 0 et pour tout
t > 3 il existe k tel que pour tout n > k,ona s < —1/nett >3+ 1/n donc ni s
ni t n’appartiennent a (J,,~, An. Donc, limsup,,_,., 4, = [0, 3].

(b) Pour tout n pair, on a A,, = [—3, 3. Pour tout n impair, on a A, = [—1, 1[. Donc,
pour tout k > 1, |J,,~, An = [—3, 3], et ainsi limsup,,_,,, 4, = [-3,3[.

(¢) On a A; = 2N = {0,2,4,6,...}, A2 = 3N = {0,3,6,9, ...}, et plus généralement,
pour tout n > 1, on a 4, = p,N = {0,pn,2pn, 3pn, ...}. Clairement, A, C N
pour tout n, donc limsup,, ,., A, C N. On voit que 0 € A,, pour tout n, donc
0 € limsup,,_,,, An. Enfin, pour tout j € N* et pour tout k tel que j < pg, on a
j ¢ A, pour tout n > k. Donc limsup,,_,., An, = {0}.

3. D’une part,

w € limsup(A, U B,) <= il existe une infinité de n tels que w € A, U B,

n—0o0

il existe une infinité de n tels que w € A,, ou w € B,

[

w € limsup A, ou w € limsup B,
n—oo n—oo

w € (hm sup An> U <lim sup Bn) .
n—oo n—oo

!

D’autre part,

w € limsup(A, N B,) <= il existe une infinité de n tels que w € A, N B,

n—oo

<= il existe une infinité de n tels que w € A, et w € B,

— we€ <lim sup An) N (hm sup Bn) .

n—oo n—oo
On a montré que

limsup(4, U B,) = (lim sup An) U <lim sup Bn)

n—oo n—o0 n—o0

n—oo n—oo n—o0

limsup(4, N B,) C (hm sup An> N <lim sup Bn> .

La derniére inclusion peut étre stricte. Par exemple, pour Aoy = By = {0} et Agpiq =
Byy = {1} pour tout ¢, on a limsup,_,., A, = limsup,,_,. B, = {0,1}, alors que
lim sup,,_, . (A4, N By,) = 0.

Exercice 5 (RETOURS EN ZERO D’UNE MARCHE ALEATOIRE). Soit p € |0, 1] et soit (X,,)n>1
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :

P(X;=1)=p et P(X;=-1)=1-p.



On note S, = X1+ ---+ X,, n > 1. Montrer que si p # %, alors avec probabilité 1 la suite
(Sn)n>1 ne prend la valeur 0 qu’un nombre fini de fois. Peut-on conclure aussi facilement
lorsque p = % ?

On pourra faire appel a la formule de Stirling : n! ~ v/27n (n/e)" lorsque n — oco.

Solution. Comme la marche est issue de 0, 'événement {S,, = 0} est impossible si n est
impair. Pour n = 2k, on a S, = 0 si et seulement si exactement k variables parmi X1, ..., Xok
prennent la valeur 1, d’ou

2k
P(Sor =0) = < I >pk(1 —p)k.
En appliquant la formule de Stirling, on voit que lorsque k — +o0,

2k\  (2k)!  (2k)*VArke™?* 1 .
k) (k)2 k2korke=2k \/rk

Par conséquent,

P(Sa, = 0) ~ J}k (4p(1 — p))*.

Comme p # 1/2, 4p(1 —p) < 1 et donc > ;- P(S2; = 0) < +00. Le lemme de Borel-Cantelli
entraine donc que P(lim sup{So;, = 0}) = 0. Autrement dit la marche ne repasse par 0 qu'un
nombre fini de fois avec probabilité 1.

Sip=1/2,onaP(Sy = 0) ~ 1/Vrk et donc Y ;2] P(Sa, = 0) = +oo. En revanche les
événements {So;, = 0} n’étant pas indépendants, on ne peut pas utiliser le deuxiéme lemme de
Borel-Cantelli qui nous conduirait & la conclusion que P(lim sup{Ss; = 0}) = 1, c’est-a-dire
au fait que la marche aléatoire repasse par 0 une infinité de fois avec probabilité 1.

Remarque : cette conclusion est cependant vraie! Et ce dés lors que la série Z;:;’C{ P(S; = 0)

n’est pas sommable; ce n’est pas si difficile & montrer mais nous préférons nous concentrer
sur autre chose.

3 Variables aléatoires

Exercice 6 (UNE AUTRE FORMULE POUR L'ESPERANCE). Soit X une variable aléatoire a
valeurs dans N.

1. Montrer que l'espérance de X est finie si et seulement si la série ) P(X > n) est
convergente, et dans ce cas on a

E[X] =) P(X >n).
n>0

Application : on considére une urne avec N boules numérotées de 1 & IV, on tire successivement

n boules avec remise et on note XJ(\?) le plus grand numéro sorti.

2. Calculer IP(X](\?”) < k) pour tout k > 1 et en déduire la valeur de E[X](\?)].
3. L’entier n > 1 étant fixé, montrer que la suite (N *IE[X](\?)]) N>1 converge et calculer sa
limite.

Solution. 1. C’est une simple application du théoréme de Fubini pour les séries a termes
positifs : comme X > 0, on peut toujours définir E[X] € [0, +00], et alors en remarquant
que k = Zf;é 1 pour tout & > 0 (une somme vide étant nulle), on a en échangeant
deux séries a termes positifs :

k—1
EX] =) kP(X=k)=> Y PX=k =) > P(X=k=> PX>n),

k>0 k>0n=0 n>0k>n n>0



ou la derniére égalité provient du fait que I’événement {X > n} est la réunion disjointe
des {X = k} pour k£ > n.

On a {Xj(y) < k} si et seulement si les n boules, qui sont tirées indépendamment et
uniformément au hasard, sont toutes plus petites que k, de sorte que

n E\"
IP’(X](V) <k = (N) pour tout 1 < k < N.

On en déduit que

E[X ] :ki1 - <]]:f>n —N— : (;)n

k

E[x (] 1L/ E\" 1 1 n
. 1- [ a"de=1- = .
N v lw) == /Oxd‘” ntl n+l

Exercice 7 (Lol GEOMETRIQUE). On modélise le jeu de pile ou face par une suite (X;,),,~;
de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre p € ]0,1[, en codant 1
pour succés (pile) et 0 pour échec (face) : P(X; =1)=1—-P(X; =0) =p.

1.

On pose 71 = inf{n > 1: X,, = 1}. Que représente la variable aléatoire 17, qu’elle est
sa loi, sa moyenne, sa variance ?

Soit k > 2; on s’intéresse & la variable T}, définie par Ty = inf{n >1:>"" | X; =k}
représentant 'instant ot le joueur réalise son kéme succés. Déterminer la loi de T}.

. Posons Ty = 0 et A, = Ty, — Tj_1 pour k > 1. Montrer que les variables aléatoires Ay

sont indépendantes et de méme loi.

Solution. 1. La variable aléatoire T} correspond a la date du premier succés. Déterminer

la loi de T} consiste & donner P(T} = k) pour tout & > 1. On remarque que

k-1

(T1 =k} ={X1=0,...,X3_1=0,X;, =1} = (ﬂ{xi:()}) N{X; =1}

i=1
et donc par indépendance et équidistribution des variables X; on trouve
P(Ty = k) = (1-p)*'p.

Autrement dit, la variable T suit la loi géométrique de paramétre p. Pour 'espérance
de T7, on trouve

+oo +oo
E[Ty]) =Y kP(Ty =k)=> k(1—p)'p
k=1 k=1

donc en notant f(z) =Y ;251 — )k =271, 2 €]0,1], on voit que
, 1
E[Th] = —pf'(p) = >

De méme, on a

+o00o +oo
BT (Ty — 1)) = k(k—1)P(Ty =k)=> k(k—1)(1-p)*'p,
k=1 k=1



autrement dit,

E[Ty (T - 1)] = p(1 - p)f"(p) = 222,

et ainsi, par linéarité de ’espérance,

E[T?] = E[I1 (T} — 1)] + E[T1] = gp;

finalement on a
2 9 2—-p 1 1-p

. Déterminons la loi de Tj. Remarquons tout d’abord que P(T, = n) = 0 si n < k. Pour

n>k,ona
n—1
{Tk:n}:{ZXi:k—l,anl}.

i=1
Par indépendance, on a donc

n—1 n—1
P(Tk:n):P<ZXi:k—1> P(X,=1)=pP (ZXZ-:I@—1> :
i=1 =1

Par ailleurs, Z?;ll X suit une loi binomiale de paramétres n — 1 et p :

n—1
—1\ . .
P(ZXi:j>:<nj )pj(l—p)”lj, Vi€ {0,1,...,n—1}.
=1
D’ou la formule

. Afin de montrer 'indépendance des variables Ay, remarquons que pour toute suite
d’entiers ny,...,ngr1 > 1, 0on a

{A1 =n1, A0 =ng,..., App1 = ngq1}
= {Tl —TO = nl,TQ —T1 =nNg,... 7Tk+1 — Tk = nkH}
'I’Lk+1—1
= {Tl —To=n,,To—Ti =n9,..., Ty —Tp_1 = nk} N m {an+...+nk+j = 0}
j=1
N {Xn1+...+nk+1 = 1}

Comme 'événement {17 — Ty = ny,To — 11 = no, ..., T — Tx—1 = ny} s’exprime en
fonction des variables X1, ..., Xy, 4+...4n, uniquement, on en déduit qu’il est indépendant

du reste, et ainsi

P(Al = n1>A2 :n27"'7Ak+l :nk‘-i-l)
=P(A; =n1,As =ng, ..., Ap = ng)(1 7p)7lk+1—1p

et par une récurrence immeédiate,

k+1

P(Al = n17A2 = 7‘],27_“’Ak+1 — nk_+1) — H(l —p)nj_lp.
7=1

Comme (1 — p)™~!p est la probabilité qu’une variable aléatoire de loi géométrique de
parameétre p prenne la valeur n;, on déduit immédiatement de la forme produit que les
variables Ay sont indépendantes et suivent toutes cette loi géométrique de parameétre p.



Exercice 8 (ESPERANCE CONDITIONNELLE). Soit X1, Xs des variables aléatoires indépen-
dantes de loi de Poisson de paramétre respectif 61 > 0 et 65 > 0.

1. Calculer la loi P(X; + X2 = k) pour tout k& > 0; quelle est la loi de X7 + X5 ?

2. Calculer E(2X1 | X7 + X3) pour z > 0; quelle est la loi conditionnelle de X; sachant
X1+ X7
3. Calculer E(Xl ‘ X1+ XQ)

Solution. 1. Pour k£ € N on a par la formule des probabilités totales

P(X1+Xo=k) =) P(X1+Xo=k| X, =0P(Xp =10
=0

_ZIPXl_k 0 Xy =0P(Xy =1)

= Z]P’ —0OP(Xy =10) (par indépendance)

Hk’ —L —91 0@ —92

_Zkﬁ ¢!

e =02 ( >9k ‘oL
=

(91 4 92)k —(61+62)
k!

Donc, X7 + X5 suit la loi de Poisson de paramétre 61 + 65.

2. D’aprés la définition de I'espérance conditionnelle on a
o0
EY | X1+ Xo=m] =) 2"P(X;i=k| X1+ Xy =m)
k=0
Bien évidemment, on a P(X; = k | X1 + X2 = m) = 0 pour tout k& > m. Pour tout
0 < k < m on trouve
]P)(Xl =k X1+ Xy = m) o ]P)(Xl =k, Xo=m— k)
P(X; + X2 = m)  P(X1+ Xo=m)
 P(Xy =k)P(Xo =m — k)
- P(Xl + Xo = m)
oF e 01 9;"719 e 02
R (m=Fk)!

(61+62)™ e—(01+62)
m!

_ <m> o105 "

- k (91 + 92)m '
En fait, (X; | X7 + X2 = m) suit une loi binomiale de paramétres m et 6,/(0; + 62).
On en déduit que

014+ 02\
E[Y | X1+ X; = (z00)F0y—F = (22
(27| X1+ Xo =m] = 01+92mz< >Z1 (91+62

En conclusion : pour tout z > 0 on a

P(Xlzk]Xl—l—Xg:m):

(par indépendance)

201 + 09 > X1+ Xe

E[z%1 | X; + Xo] = < P



3. Comme, conditionnellement & X7 + Xo, la variable X7 suit une loi binomiale de para-
métres X1 + Xy et 01/(61 + 62), on a

(Xl + XQ)Hl

E[Xy | Xy + Xo] = 61+ 6,

On peut aussi utiliser la proposition 3.19 dans le cadre de ’espérance conditionnelle :

d
E[X1 | X1+ Xo=m] = gE[zXI | X1 + Xo]

_ mby (26, + Hg)m_l _ mby
B (01+02>m 1_914-92.

z=

z=1
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