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Aujourd’hui

Introduction aux tests
Hypothese simple contre alternative simple
Lemme de Neyman-Pearson

Tests gaussiens
Tests sur la moyenne
Tests sur la variance
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Exemple introductif

» On observe 10 lancers d'une piece de monnaie et on obtient le
résultat suivant :

(P,P,F,F,P,F,P,P,F, P)

Question : La piece est-elle équilibrée ?

» Répondre a cette question revient a prendre une décision :
¢=¢(P,P,F,F,P,F,P,P,F,P)

| on accepte I'hypothése « la piece est équilibrée >
"] on rejette I'hypothése < la piece est équilibrée >
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Exemple introductif : modeélisation et définition des hypothéses

» Modélisation : On modélise ces observations par I'expérience
statistique

£ = ({0,1}'°,P({0,1}'°), {P}°, 6 € [0,1]}),
avec (P=1, F=0)
P = (661 + (1 — 6)69)“™°

» et on "traduit” la question en termes mathématiques : résoudre le
probléeme de test suivant

1 1
H0:9:§ contre H1:97é§

Définition
L'’hypothése Hy est appelée hypothése nulle.
L’hypothése Hy est appelée hypotheése alternative.
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Définitions
Définition
1. Soit Z une observation de I'expérience statistique
E=(3,2,{Py: 0 cO}).
2. Soit © = ©y U ©1 une partition de I'espace des paramétres.

3. Soit le probléme de test

’HO:QEGO contre H;:60¢€©;

Un test ou régle de décision est une statistique de la forme

B | Ho on accepte Hy"
@(Z) = /(Z € R) - { H,  "on rejette Hy"”

R C 3 est appelée zone de rejet ou région critique.
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Exemple introductif : construction d'un test (1/2)

» Z=(Xi,...,X10) : observation dans le modele d’échantillonnage de
Bernoulli {Pg: 0 < 0 < 1} ot Py = 661 + (1 — 6)do
» on regarde le probleme de test suivant :

1 1
H0:9:§ contre H1:97é§

> on construit un test a partir de 'EMV @nmv = X, = X0 (n=10) et
d'un seuil t; donné :

H, do™—1| <
so(z)—/(ZeR)—{ th - quan [0 3] <

> la zone de rejet est ici

R={ze{0,1}2:[62(z) - 1| > 1o}
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Exemple introductif : construction d'un test (2/2)

» Dans le test précédent

H and |0 —1| < ¢
@(Z):I(ZER):{ H(l) S?nuon |67 —3] < to

I'EMV @\n‘“" a été utilisé pour construire le test. C'est une approche
classique : ici I'EMV joue le rdle de statistique de test

exemple

» On peut calculer 'EMV sur les données : én““’ 0,6 et donc

prendre une décision.
Question : comment choisir le seuil tg?

» y-a-t'il un meilleur choix de test ? une meilleure statistique de test ?
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Les deux types d'erreurs de décision

Définition
Soit ¢ un test de zone de rejet R (cad p(z) = 1(z € R))

> L’erreur de premiére espéce (rejeter 3 tort)

sup Pp[Z € R]
6€0

» La fonction d’erreur de seconde espéce (accepter 3 tort)

96@1*—)?9[2%7{]:1—7&9(0)
ot m,(0) = Py[Z € R] est la fonction puissance du test

Note : " rejeter” = rejeter Hy; " accepter” = accepter Hy
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Exemple introductif : les deux types d'erreurs

Le test ¢(z) = (| ,™(z) — 0.5| > to) peut faire deux types d'erreurs :

> rejeter 3 tort :
Rejeter (p(Z) = Hy) alors que 6 =1 € ©y = {3}
dans ce cas, I'erreur de premiere espece est
Po.s[| 6,7(Z) — 0.5| > to]
> accepter a tort :
Accepter (p(Z) = Hp) alors que 0 # %
dans ce cas, la fonction d'erreur de seconde espece est

0 £ 1/2 s Py[|0.7(Z) — 0.5| < to]
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Niveau asymptotique d'un test

Définition

Dans le modeéle d’échantillonnage on construit une suite de test (v,) (ol
n est le nombre d’observations). Soit o € (0,1). On dit que (p,) est de
niveau asymptotique o quand

VO € ©p, limsupPy[p, = Hi] <«

n— o0

1. on veut s'assurer qu’asymptotiquement la probabilité de rejeter a
tort est moins que «

2. idéalement, on aimerait pouvoir fixer un niveau pour les deux types
d'erreurs (1ére et 2-ieme) mais c'est en général pas possible. On va
donc privilégier un contrdle de I'erreur de lére espéce en
construisant des tests de niveau asymptotique donné : introduction
d'une dissymétrie
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Exemple introductif : étude asymptotique du test
Sous Hp :

V(6,7 —0.5) -4 A'(0,1/4)

en particulier, pour g ~ N(0, 1),
Po_5[| é\nmv 705| > t,,7oé] — ]P’[|g| > ql_a/g] =

ou, pour le quantile g;_,/» d'ordre 1 — /2 de g

Q12

tho =
T 2y/n

Sous Hj : pour tout § € ©f = (0,1) — {0.5},

Vn| g, —0.5] %3 400
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Exemple introductif : prise de décision

Les données d'origines étaient :
z=(P,P,F,F,P,F,P,P F,P)

I'EMV vaut donc 51’3"(2) = 0.6 et, pour un a € (0,1) donné le test est

7 mv 1 _ Qa2
1 Sinon

Par exemple :
1. pour a =5%, on a G1—a/2 ~ 1.96 et t1g,o ~ 0.31 alors comme
|§1‘6“’(z) — 2| = 0.1 < tyg,5%, on accepte
2. pour a = 10%, on a Qi—ay2 ~ 1.64, alors t1p o & 0.26 alors comme
|§1‘“0"(z) — 2| = 0.1 < t10,10%, on accepte

12/41



Exemple introductif : introduction de la p-value

Le choix du niveau « est arbitraire. Dans |'exemple précédent, on va
> accepter tant que gi_, 2 > 2v/10 * |§1‘3" -3
> rejeter dés que gi_q/p < 2v/10 % |§1‘3" -3

La valeur limite de o pour laquelle la décision bascule cad telle que
/10 « | 0. 1
Goase =2V10% |05 —3|

est appelée la p-value.
Ici la p-value est donnée par I'équation (en «)

G1—a/2 = 2V/10% 0.1 ~ 0.63

cad o = p-value = 0.525.
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p-value : introduction formelle

Définition
Soit p,, un test de niveau asymptotique « et de zone de rejet R,,. On
appelle p-value du test la statistique

p— value(Z) = inf(a € (0,1) : Z € Ry,)

» c'est le seuil critique ou la décision bascule :

(2) = Ho quand a < p — value(Z)
Pal) =\ H, quanda>p-— value(Z)

> la p-value quantifie le niveau de confiance sur |'acceptation (de Hp)
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p-value : interprétation
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niveau de confiance .
p-value ) . décision
sur |'acceptation
p < 0.01 tres faible rejet (avec
confiance)
0.01 < p < 0.05 | faible rejet
0.05<p<0.1 | fort acceptation
0.1<p trés fort acceptation (avec
confiance)

> forte p-value : le test ne permet pas de rejeter Hy

> petite p-value : méme si on prend un niveau de test trés petit, le test

rejetera Hy (alors qu'on a une forte aversion au risque de lére
espece, cad de rejeter a tort)

» dans I'exemple, on a p-value =~ 0.525, on va donc accepter




Signification de I'acceptation
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Accepter Hp ne signifie pas que Hy est vraie

. par défaut, on accepte Hp a moins qu’'on apporte une " preuve’ que

Hp n'est pas acceptable

. Accepter signifie seulement qu'on n'a pas pu apporter une preuve

que Hy n'est pas acceptable : on préférera dire que
le test ne permet pas de rejeter plutét que "on accepte”.

. une preuve est I'observation d'un événement "rare” sous Hp : "sous

Ho, la statistique de test prend une valeur qui peut étre considérée
comme rare” est une preuve de rejet

4. la "rareté” d'un événement est fixée par le niveau (asymptotique) o

. si dans I'exemple, le vrai # = 0.5+ 10719, il est fort probable qu'on

ne rejette pas alors que Hy est fausse



Signification du rejet

17/41

Seul le rejet est informatif

. rejeter signifie qu'on a apporté la preuve que Hy ne peut pas étre

acceptée

. a un niveau « fixé, on ne peut donc pas accepter puisqu'on a

observé un événement qui est rare sous Hy (déclarer un événement
rare dépend du niveau «)

. on rejettera quand la statistique de test prend une valeur rare (=

peu vraisemblable) sous Hy

. en général, sous Hp, on connait la loi asymptotique de la statistique

de test (ex. : fm ~ N(0.5,(4n)71)) donc si la valeur prise par cette
statistique en les observations : 6,"(z) est peu vraisemblable pour

sa loi limite (ex. : 6,™ = 0.9) alors on rejettera =
on aura apporté une preuve que Hy n'est pas acceptable




Choix des hypotheses : dissymétrie
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le choix des hypotheéses est important

. Pour une partition © = AU B, il n'y a pas équivalence entre les deux

problémes de test
Hy:0 € Acontre H : 0 € B

et
Hy:0 € Bcontre HH: 0 € A

. on choisit les hypothéses en fonction de I'intérét qu'on porte au

probléme : I'hypotheése Hy est privilégiée

. I'hypotheése Hj est privilégiée car on a décidé de se

couvrir contre le risque de 1lére espéce avant le risque de 2-ieme
espéce : cad, on souhaite éviter avant tout de rejeter a tort et par
conséquent, on a tendance a "trop accepter”




Méthodologie pour les tests asymptotiques (1/2)

a) trouver une statistique de test (souvent un estimateur) 6,,

b) tel que sous Hp, on a une normalité asymptotique du style

D (6, —p) - v

n

v(

>
~

(ou v(6o) 2 la place de v(6,,))

c) et tel que sous H; :

]

~— (0, —00) 25 +
v(en)( 0) &S

(avec ou sans valeurs absolues)
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Méthodologie pour les tests asymptotiques (2/2)

d) on utilise cette statistique pour construire un test de niveau
asymptotique « € (0,1) en posant

~ oV v(0) |
o(Z) = { Hy quand (Gn —90) < IT = tha

H; sinon

e) on a, sous Hp,
Plrejet] = P [ﬁn —fp > t,,,a} PV >gY ]=a

C'est donc un test de niveau asymptotique a.
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Choix de tests : notion d'optimalité pour les tests



Hypothese simple contre alternative simple

» Cas ol © = {6, 0,1} avec Oy # 6 et

‘G)O = {600} contre ©; = {6} ‘

» Existe-t-il un test ¢* optimal, au sens ol : Vi test, on a
simultanément un meilleur contrdle sur les deux erreurs (1lére et
2-ieme espéce)

Py, |o* = H1| <Py, | = H1| "proba de rejet a tort”
Py, [¢* = Ho| < Pp, [0 = Hy| "proba d’accepter a tort”

> Si Py, et Py, ne sont pas étrangeres (cf. Cours 5) un tel test ¢* ne
peut pas exister.
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Riposte : principe de Neyman (1/2)

» On < dissymétrise > les hypotheses Hy et H; : Hy est < plus

importante > que H; dans le sens suivant : on impose une erreur de
premiére espéce prescrite :

on souhaite éviter avant tout de rejeter a tort

Définition
Pour o € (0,1), un test ¢ = @, de I'hypothése nulle Hy : 8 € ©¢ contre
une alternative Hq est de niveau « si

sup Py [‘Pa = Hl} <a
0€0©

» Un test de niveau « ne dit rien sur la fonction erreur de seconde
espece (ou la puissance).



Riposte : principe de Neyman (2/2)
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Définition
Soit ¢ un test de zone de rejet R. La puissance du test o est la fonction
T 10 € ©1 = Py[Z € R] (proba de rejeter a raison)

» Principe de Neyman : o € (0,1), parmi les tests de niveau a,
chercher celui (ou ceux) qui sont les plus puissants

Définition
Un test de niveau « est dit Uniformément Plus Puissant (UPP) si sa
puissance est maximale parmi celles des tests de niveau o :
L. supyeg, Py [ga* = Hl] <«
2. et si ¢ est tel que supyee, Po [ = Hi| < a alors
VO € ©1, 7+ (0) > 7, (0)



Test de Neyman—Pearson (test du rapport de vraisemblance)

Pour le cas d'une hypothése nulle simple (cad ©¢ = {0y }) contre une
hypothese alternative simple (cad ©; = {f1}) , un test UPP existe : c’est
le test de Neyman-Pearson (ou test du rapport de vraisemblance) dont la
construction est comme suit :

> f(0,z) = dd]};" (z), z€ 3, 0 € {0,601}, p mesure dominante

» On choisit une région critique de la forme

R(c)={z€3:f(b1,2) > cf(bo,2)}, c>0

et on calibre ¢ = t, , de sorte que

Py, [Z € R(tna)] = @

> Le test ainsi construit (si cette équation admet une solution) est de
niveau . On montre qu'il est UPP.
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Lemme de Neyman-Pearson

Proposition
Soit o € [0, 1]. S'il existe t, o solution de

]P)go [f(&l,Z) > t,,7af(90,Z)} =«

alors le test de région critique
Ra = {Z . f(91,z) > tmaf(eo,z)}
est de niveau «w et UPP pour tester Hy : 8 = 6y contre Hy : 6 = 0.

> Si U=1(01,2)/f(bo,Z) est bien définie et Py << A (sous Py,),
alors Py, [U > tno] = a admet une solution.
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Exemple de test de Neyman-Pearson (1/4)

On observe Z = (Xq,...,X,) i N(6,1) et pour 6y < 61, on consideére
le probleme de test

‘H0:9:90contreH1:9:91‘

La vraisemblance en 8 est

f(0,2) = i exp (- Zx2+ noX, —%)

Le rapport de vraisemblance est

;EZ;: ;; = exp (n(01 —00) X, — g(@% — 0(2)))
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Exemple de test de Neyman-Pearson (2/4)
> Zone de rejet du test de N-P. ;
R(c) = {z € R": f(61,2) > cf(60,2)}
—{(x, .-, n) T E€R": n(6y — o)X, — g(e)f —62) > log c}

bo + 61 log ¢ }

T v
:{(X17«~-7Xn) ER": X, > 2 n(01—06o)

» Choix de ¢ : on résout

Péo Wn > %(90 + 01) + n(‘lg(zg_cgo)] =«

Sous Py, :

X~ N(t0,3)
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Exemple de test de Neyman-Pearson (3/4)
Résoudre en ¢ : pour g ~ N(0,1),

1 1 log ¢
P e — _— | =
[90-1- \/Eg > 2(90+91)+ (0 700)}
cad P [g > %(91 —6o) + ﬁelffgo] = a, soit

vn 1 logc
2 (01 00) + \/59]_ _ 90 - ql—OU

oll g1, est le quantile d'ordre 1 — o d'une A/(0,1)

» Conclusion : le test de NP de niveau a a pour zone de rejet R(c,)
ol

n(6, — 00)2)

Co = €Xp (\/5(91 —60)q1-a — 5

29/41



Exemple de test de Neyman-Pearson (4/4)

On voit que le test de NP s’écrit sous la forme :

[ Ho quand X, <0+ tha . _ Qi-a
w(2) = { H; sinon ou tha = vn

rem. : la valeur #; n’intervient pas dans le test de NP.

» la puissance du test est ici :
7,(01) = Po,[Xn > 00 + tna] = Plg > v/n(0o — 61) + q1—a]

car sous Pp,, X, ~ N(01,1/n).
rem. : La puissance augmente quand n augmente et quand |6y — 61|
augmente. L'alternative n'intervient que dans la puissance.
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Tests classiques dans le modele d'échantillonnage
gaussien



Test sur la moyenne a variance connue

On observe Z = (Xi,...,X,) ~ N(u,0?ld,) ol o est connue. On
considere le probléme de test

‘Ho:uguo contre H1:,u>uo‘

Principe on estime 1 et on rejette Hyp si I'estimateur est < plus
grand > que po. On considére des tests de la forme

_ /'AD si :5(}7 Ei Mo + tn,(x
#a(Z) = { Hy sinon

On choisit le seuil t, , tel que

sup P, [pa(Z) = Hi] =

w<po

32/41



Détermination de t,,

Majoration de I'erreur de premiere espece. Soit p < pig. Sous P,
Xpn ~ N(u,02/n), alors pour g ~ N(0,1)

Py [Xo—po > taa] =P [(1+ F28) — 10 > tna]
=P[%g > tna+ (1o — 11)]

S

<P [%g > tn,a] on leut o

On prend

En particulier, on a :

sup P, [(pa(Z) = Hl] =P, [(pa(Z) = Hl]

H< po

33/41



Calcul de la puissance du test

Soit 1 > pg. Sous P, la loi de X, est N(u,02/n) alors la fonction de
puissance du test est

1 € (p0, +00) = Py [Xn = 10 > tan)

Vn(po — )

=P |:g > + ql—oz:|

Rem. :
» la puissance tend vers 1 quand n tend vers +o0,

» c'est un test UPP; il faut d’autres outils pour le montrer.
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Test sur la moyenne a variance inconnue

» Ingrédient principal :

alors
2

(n=1)75 ~x*(n—1)

et

M ~ Student(n — 1)

et ces variables sont pivotales : leur loi ne dépend pas de p, o sous
P02

> Les lois du y? et de Student (3 k degrés de liberté) sont classiques
et s'étudient indépendamment.
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Tests sur la moyenne

» On teste Hy : it < pp contre Hy @t > 1g. Un test de niveau « :
donné par la zone de rejet

Ro={z€R": T(z) > ql‘{a’n,l}
ol

T(Z) = \/E(yn — Ho)

Sn

et qﬁmnfl = quantile d'ordre 1 — « de la loi de Student a n—1
degrés de liberté :

P [Student,_1 > ¢, ,_1] =

> On teste Hp : j1 = po contre Hy @ p1 # pio. Un test de niveau « :
donné par R, = {z eR": ’T(z)| > qfﬁa/z’nfl}.
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Test sur la variance

» On teste Hy : 0° < o3 contre Hy : 0® > 0. Un test de niveau « :
donné par la zone de rejet

Ra = {Z €ER": V(Z) > qicia,nfl}’
ol
1 o -
V(2) = — (X - X)?
0 j=1

et
P [Chi—deuxn_1 > Qi(ia,n—l] =a.

» Mémes remarques méthodologiques sur I'optimalité de ces tests que
précédemment.
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Introduction de la p-value dans le cas Gaussien

Exemple : on observe
i.d.d. 2 2
X1, Xy~ N(p,0%), o° connu.

Objectif : tester Hy : £ = 0 contre H; : p # 0.

» Au niveau o = 5%, on rejette si

- 11 -«/2
|Xn} > o a/2)
vn
» Application numérique : n = 100, X190 = 0.307. On a

% = 0.196. on rejette I'hypothese....
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p-valeur (cont.)

» Et pour un autre choix de a7. Pour @ = 0.01, on a
¢~ 1(1-0.05/2)
/100

% ~ 0.329. On accepte Hp!

» Que penser de cette petite expérience ?
> En pratique, on a une observation une bonne fois pour toute (ici
0.307) et on < choisit > «... comment?
> On ne veut pas « trop grand (trop de risque), mais en prenant « de
plus en plus petit... on va fatalement finir par accepter Hp !

~ 0.256. On rejette toujours... Pour o« = 0.001, on a

» Défaut de méthodologie inhérent au principe de Neyman (controle
de I'erreur de premiére espece).
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p-valeur
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» Quantité significative : non par le niveau «, mais le seuil de
basculement de décision : c'est la p-valeur (p-value) du test.

Définition

Soit R une famille de zones de rejet d’un test de niveau o pour une
hypothése Hy contre une alternative Hy. Soit Z I'observation associée a
I'expérience. On a Z € 3 et Rg = 3. On appelle p-valeur du test la

quantité
p — valeur(Z) = inf{a, Z € Ry }.



Interprétation de la p-valeur

» Une grande valeur de la p-valeur s'interprete en faveur de ne pas
vouloir rejeter I'hypothese.
» < Ne pas vouloir rejeter I'hypothese > peut signifier deux choses :
> L’hypothése est vraie
> L'hypothése est fausse mais le test n'est pas puissant (erreur de
seconde espece grande).
> la p-value mesure la rareté de ce qu'on a observé sous Hy. Quand la
p-value est petite on va rejeter Hy avec confiance sinon, accepter Hy
dans ce cas, reviendrait a admettre qu'on a observé quelque chose
de rare.
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