ENSAE Optimisation différentiable

Examen de mi-parcours du cours d’optimisation différentiable

Durée : 1 heure 30

Les documents ainsi que les calculatrices ne sont pas autorisés.
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Exercice 0.1 (Calcul de divergence)

On considére ’application

' R — R3

| @y2) — @y 2 Ryt 2y 4 2 = (ful g 2))
La divergence de f est ’application

R R
divf : 3
(l’,y,Z) — Zi:l azfz(xvyaz)

Calculer la divergence de f sur R3.
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Correction de ’exercice 0.1 [2pts] On a pour tout (x,y,2) € R3,

divf(z,y, 2) = 4(2° +y* + 2°).
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Exercice 0.2 (Calcul de rotationnel)

On considére 1’application

;e R — R3
' (l',y7 Z) — ($4+92+227$2+y4+22a$2+?/2+Z4) = (fl(xayv Z))?:l

Le rotationnel de f est application

R — R3
D2 f3(u) — 05 fa(u)
u o — 95 f1(u) — 01 f3(u)
O fa(u) — 02 f1(u)

rotf :

Calculer le rotationnel de f sur R3.
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Correction de ’exercice 0.2 [2pts] On a

2y — 2z
rotf(z,y,2) = | 2z—2x
2x — 2y
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Exercice 0.3

Soit f la fonction

R2 — R
2 . 1 .
(.y) — x* sin <m> si (z,y) # (0,0)
0 sinon.

Montrer que f est différentiable en (0,0) et donner son gradient en (0,0).

Skookoskoskoskoskoskoskok kR ok kR Kok skokoskokoskk

Correction de l’exercice 0.3 [3pts] On a quand (h, k) # (0,0),

F(hk) ~ FO,0] _ |hP
Il 0K

< [I(h; Bl -

Alors quand (h, k) — (0,0)
f(h7 k) — f(0,0)
1(Rs )l

Donc f est différentiable en (0,0) et son gradient vaut (0, 0).

— 0.
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Exercice 0.4 (Calcul de matrice Jacobienne)

Soit X € R%. On considére I’application

{Rd — R4
F.

9 ., _X-0 \I,(IIX—9||2>

X =01l B

ot ¥: R — R est une fonction de classe C! et |||, est la norme euclidienne sur R?. Soit § € R?

tel que 6 # X. L’objectif de I’exercice est de calculer J(F)(f) la matrice Jacobienne de F' en 6.

a) Donner le dévéloppement limité au premier ordre de f: 0 — || X — 0|, en 6; en déduire
son gradient Vf(0).

b) Donner le dévéloppement limité au premier ordre de g : 0 — =X=0_ en 0; en déduire sa

1 X—=01l,
Jacobienne J(g)(0).

c) Donner le dévéloppement limité au premier ordre de h: § — ¥ (%) en 0 ; en déduire
son gradient Vh(0).

d) En déduire la matrice Jacobienne J(F')(0) de F en 6.
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On pourra utiliser que pour tout réel a quand z — 0,(1 + z)* = 1 + ax + o(z) et que pour

F(0) = g(0)h(0) on a J(F)(0) = J(9)(0)h(0) + g(8)Vh(O) .
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Correction de ’exercice 0.4 a) [2pts] On a quand z — 0,

pO+2) = (1% =0 al3) " = (O + (200~ X),2) +0(@)""* = (0) (1 + (200 X)/FO)P.2) + o)) '

:ﬂm+@@fw>mum»

Ceci est le DL1 de f en 6 d’ott on déduit son gradient Vf(#) = (6 — X)/f(0) = (60 — X)/ |6 — X|[,.
b) [2pts] Quand z — 0, on a

g(9+x):X_9_x: X—-0—=x :X—H—J: 1
fO+z)  f(O)+ <Vf(9) x) + o(||z|)) f0) 1+ <Vf(9)/f(9) ) +o(||z]))
- 0 x( —(V10)/10),2) +o(|lz]))) = g(0) (1 — (Vf(6)/£(0),2)) — f7+0 (1)
e 9OVEO) w _jWWﬂ)__M R
~ 49 < R hua) = o ollal) = g(0) + (-2 - L) ok oa).
Ceci est le DL1 de g en 6, on en déduit sa matrice Jacobienne
_ 9g@OVviO)T L (X-0HX-0" I
YOO e T xag Xl

c) [2pts] Quand x — 0, on a

;w+@:@<ﬂ%mv:@<ﬂ> Wf6@+owm>

:@<q§>+@<ﬁ?>wﬂmmwymww»

Ceci est le DL1 de h en 6. On en déduit que son gradient est

oy (TONYFO) o (IX =0l 6-X
Vh(t‘))—\lf(ﬁ> 3 \1:< 5 )ﬁllX—GIIZ'

d) [2pts] La matrice Jacobienne J(F')(#) de F en 6 est donnée par :

J(F)(0) = J(9)(0)n(9) + g(8)VA(9) "

[x—ox-oT 5 () L Xy (X0 (0-x)"
- IX -0l 3 X =l i) BIX =0,

| X —9ll2> 1 / <|X - 9|!2> 1 Iq (IIX - 0H2>
\'J -y _ i}
< 5 1X -6l 5 BlIX — 9|3 X — 0|, 5
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— (X —6)(X—6)T
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Exercice 0.5 (Optimisation sans contrainte)

f'{ RS — R
| (zy,2) — (x4 22) explz(y? + 22+ 1)].

Soit f la fonction

1) Montrer que f admet un unique point critique. On le note a*.
2) Ecrire la formule de Taylor-Young a ’ordre 2 de f en a*.
3) f admet elle un minimum local en a* ?
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Correction de I’exercice 0.5 1) [2pts] Soit a = (z,y,2) € R®. On voit que a est un point critique de

f si et seulement si V f(a) = 0 qui a lieu si et seulement si

T+ (@+22)(y?+22+1) =0
zy(x + 22) =0
2(1+ z(z + 22))

2 > 0. Or cette inégalité stricte rend

Si z # 0 alors la troisiéme équation implique que =z < 0 et = + z
impossible la premiére équation. Donc z = 0 et dans ce cas on voit que y = 0 et x = —1. Réciproquement,
on voit que a* = (—1,0,0) satisfait bien le systéme du dessus et est donc I'unique point critique de f.

2) [3pts] La hessienne de f en a* est

2 *_1
V() =

o O =
S N O
= O O

Comme f est de classe C2, on a d’aprés le formule de Taylor-Young au second ordre que pour (h,k,l) — 0,
1
Fla+ (k1) = f(a®) + o (2 + 2% +41%) + o[|(h, b, D))

3) [2pts] Comme V?2f(a*) est diagonale, il est facile de voir que V2 f(a*) = 0 (par exemple, ses valeurs
propres sont 1/e,2/e,4/e donc toutes strictement positives ou en voyant que (h,k,1)"V2f(a*)(h,k,1) =
h? + 2k% + 412 > 0 pour (h, k,1) # 0). On en déduit que f admet un minimum local en a*.




