Introduction au Compressed sensing.
Méthodes de points intérieurs

Guillaume Lecué!

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons deux algorithmes de points intérieurs pour résoudre des
problemes de programmation linéaires. Les deux algorithmes sont des méthodes de barriére
dont les itérations évoluent a 'intérieur du polytope des contraintes. Cette approche differe de
celle de la méthode du simplexe qui elle évolue sur les sommets du polytope des contraintes.

On utilisera la dualité Lagrangienne pour la construction des méthodes de points intérieurs.
Le premier algorithme est une méthode dite primale qui choisit les directions de descentes
uniquement a partir du probleme primale. Le deuxieme algorithme utilise le probleme duale
pour choisir les directions de descente.

La présentation de ces deux algorithmes donne l'occasion de rappeler des outils utiles
pour l’étude et la construction d’algorithmes pour des problemes d’optimisation : dualité
Lagrangienne, conditions KKT, directions de descentes et méthodes de barriere.

1 Introduction

L’algorithme du simplexe se "promene” sur les sommets du polytope des contraintes de proche
en proche tout en assurant la décroissance de la fonction objectif. Quand il atteint un sommet
pour lequel la fonction objectif ne peut plus étre minimisé sur un des sommets voisins alors
I’algorithme s’arréte et renvoie le sommet atteint qui est solution du probleme.

Cet algorithme a d’excellentes performances en pratique : en général, il renvoie une solution
au probleme en un temps linéaire en le nombre de contraintes. Cependant, il existe un exemple
appelé le "twisted cube” ou le cube de Klee-Minty pour lequel il a été démontré que I'algorithme
du simplexe nécessite un temps exponentiel en le nombre de contraintes pour se terminer. Pour
le cas du cube de Klee-Minty, ’algorithme du simplexe visite tous les sommets de ce cube qui en
a 2™ en dimension m ol m est le nombre de contraintes du probleme de programmation linéaire.

Le comportement théoriquement en temps exponentiel de ’algorithme du simplexe a long-
temps perturbé les chercheurs car il contredisait son comportement observé en pratique qui lui
est généralement linéaire. Beaucoup de recherches ont alors tenté de trouver une maniere de
choisir le pivot, a chaque itération de la méthode du simplexe, de telle sorte que 'algorithme en
résultant ait un comportement en temps linéaire. Ce probleme est toujours ouvert de nos jours (cf.
Probléme 9 de la liste "Mathematical problems for the next century” de Steve Smale). Néanmoins,
une explication basée sur un argument de perturbations (qui sont dues en pratique aux erreurs
machine) de l'excellent comportement en pratique de cet algorithme peut étre trouvé dans [6].

Neuf ans apres la construction du cube de Klee-Minty, [2] a proposé I'algorithme de ’ellipsoide
qui permet de résoudre en temps polynomial tout probleme de programmation linéaire. La clef
de cette solution était d’autoriser ’algorithme a évolué a l'intérieur du polytope des contraintes
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et non seulement a sa surface comme le fait ’algorithme du simplexe. L’algorithme de I’ellipsoide
est le premier exemple d’algorithme de points intérieurs.

Cependant 'algorithme du simplexe reste beaucoup plus performant en pratique que 1’algo-
rithme de Dellipsoide. Le probléeme de trouver un algorithme aussi performant en pratique que
I’algorithme du simplexe mais ayant une assurance théorique d’étre résoluble en temps polynomial
n’a été résolu qu’en 1984 par l'algorithme de projection de [3]. Dans [1], les auteurs ont montré
que 'algorithme de projection était en fait un algorithme de barriere. C’est cet algorithme
que nous présentons dans ce chapitre sous I’angle "moderne” des méthode de barriére primal.
Puis, nous utiliserons des informations sur le probleme dual associé pour construire un deuxieme
algorithme de point intérieur de la famille des méthode de barriére dual-primal.

Avant de présenter ces deux algorithmes, nous introduisons quelques outils généraux de ’op-
timisation convexe différentiable qui vont nous servir & comprendre les méthodes de points inté-
rieurs.

2 Outils d’optimisations convexe différentiable

Dans cette section, nous rappelons quelques outils de la théorie de 'optimisation qui vont nous
servir a la construction de deux algorithmes de points intérieurs pour la résolution des probléemes
de programmation linéaire.

On considere un probleme d’optimisation sous contrainte de la forme suivante : soit U C R"
un ouvert et f,(ge)ecs, (hi)ier : U — R des fonctions o € et Z sont des ensembles finis. On
considere le probleme d’optimisation sous-contraintes

min f(z) oﬁK—{xEU: (P)

hi(x) <0 pourieZ
zeK

ge(x) =0 pouree€é&

ol on suppose que K est non vide.

On remarque qu’on note “mingcx f(z)” et non pas “inf.cx f(x)” dans (P) alors qu’on n’est
pas sur que f atteint bien son infimum sur K. C’est une convention d’écriture en optimisation :
on écrira les problemes d’optimisation avec min et max avant méme d’avoir vérifié que les bornes
sont bien atteintes. Néanmoins, un bon réflexe est d’assurer que les bornes sont atteintes par un
argument de compacité ou de coercivité, par exemple.

2.1 Dualité Lagrangienne

La dualité Lagrangienne permet de résoudre un probléme sous contraintes a 1’aide d’un autre
probléeme plus simple a résoudre : le probléeme dual. On introduit d’abord une fonction dont les
points-selles joueront un role central par la suite.

Définition 2.1. La fonction de Lagrange associée au probleme d’optimisation sous contraintes
(P) est définie par

({E,CK,,B) — f(x) =+ Ziel’ alhl(x) + Zeeg Bege(x)'

Les vecteurs a = (a;)iez €t (Be)ece sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

L'{ UxRIxRED — R

La fonction de Lagrange permet de "transformer” le probléme d’optimisation sous contraintes
(P) en un probleme d’optimisation convexe sous des contraintes plus simples que celles données
par K. Le lien entre (P) et L est donné par la proposition suivante.



Proposition 2.2. On q :

sup L(z,a, 8) =

a>0,8 400 sinon

{f(x) siz € K

ot a > 0 signifie que a; > 0 pour tout i € T quand o = (;)iez-

Démonstration. Si x € K alors h;(x) < 0 pour tout ¢ € Z et g.(x) = 0 pour tout e € € et donc

pour tout a > 0 et 3
Z aihi(z) + Zﬁlge(a:) = Z%m@) <0

1€T ecf 1€T

qui est atteint en o = 0 et n'importe quel 5. On a alors max,>03 L(z, o, ) = f(x).
Maintenant si ¢ K alors une des conditions de K n’est pas satisfaite par x : soit h;(z) > 0
pour une certain ¢ € Z ou ge(z) # 0 pour un certain e € £. Dans les deux cas

"y — )
max ) o i(x) + Z Bege(x) = +00
(ISVA ecf

Ce qui conclut la preuve. [ |

D’apres Proposition 2.2, on a

min f(z) = inf aszu({)ﬁL(w,a,B)- (2.1)

On remarque que dans le terme de droite le minimum n’est plus contraint : on minimise une
fonction sur tout U et non plus sur K C U. On retrouve donc le probléeme initial (P) en maximisant
la fonction de Lagrange en les variables de Lagrange puis en minimisant en z € U.

La dualité de Lagrange consiste a identifier les situations pour lesquelles, on peut intervertir

mingey et sup,>( g dans le membre de droite de (2.1). On peut déja identifier un résultat immédiat
qui est vrai sans aucune condition.

Proposition 2.3 (dualité faible). On a :

sup inf L(z,a, ) < inf sup L(z,a,f). (2.2)
a>0,3 zelU zelU a>0,3

Démonstration. Pour tout z € U,a >0 et £, on a
inf L(CB,O&,B) é L(IL‘,OA,,@).
zelU
Alors, en passant au supremum sur tout o > 0 et 5 et en prenant ensuite 'infimum sur x € U,

on obtient le résultat. []

Le résultat de la Proposition 2.3 est un résultat de dualité faible puisqu’il est toujours vrai.
L’inégalité inverse ne l’est pas toujours et nécessite des hypotheses sur les fonctions f, (h;)iez, (ge)ece -
On peut réécrire cette dualité faible en fonction de la fonction duale de Lagrange qui sera utilisée
plus tard comme fonction-objectif du probleme dual associé a (P).

Définition 2.4. La fonction duale de Lagrange est

D. RIT < RIEL — R
. (aaﬁ) — inszUL('waaaﬁ)'



Il est important de noter que le probleme d’optimisation qui définit la fonction duale de
Lagrange D est un probleme non-contraint qui peut donc étre résolu de maniere classique. Par
exemple, si f, (h;), (ge) sont différentiables et si inf,cr L(x, o, B) est atteint alors il est atteint
en un point critique de L(-,c, 8) cad par un point vérifiant une condition de premier ordre
V:L(z,a,8) = 0. On peut donc dans de nombreux cas construire la fonction duale D. Cette
fonction nous servira de fonction-objectif dans le probleme dual.

Définition 2.5. Le probléme duale de Lagrange est le probleme d’optimisation

Inaﬁx D(a, B) tel que a > 0. (D)

Le probleme initial (P) est appelé probléme primal.

L’intérét du probleme dual sur le probleme primal est :
— la contrainte o > 0 est en général plus facile que K
— l’ensemble de contraintes de (D) RE' x RI€l est convexe et la fonction-objectif D de (D)
est concave.
On remarque au passage qu’une fois de plus on note “max, g D(c, 3)” au lieu de “sup, g D(a, B)”
avant méme de s’étre assuré de l’existence d’une maximum (c’est comme pour (P) une convention
d’écriture).

Proposition 2.6. La fonction duale de Lagrange D est concave.

Démonstration. Pour tout z € R", la fonction (o, 8) — L(x, a, ) est linéaire. Alors D(a, 3) est
I'infimum d’une famille de fonctions concaves, elle est donc aussi concave. [ |

Le probleme dual de Lagrange (D) est un probleme de maximisation d’une fonction concave
sur un ensemble convexe. C’est donc un probleme d’optimisation convexe qui est en général plus
facile & résoudre que le probleme (P).

Il nous reste donc a faire un lien entre probleme duale et probleme primal. On souhaite en
particulier identifier des situations pour lesquelles résoudre le probleme primal servira a résoudre
le probleme primal (en général plus difficile). Ces situations sont identifiées par lexistence de
point-selle pour L qui sont eux-mémes caractérisés par la dualité forte.

On peut réécrire la propriété de dualité faible ainsi :

D*:= sup D(a,f) < inf f(z):=J" (23)
azo’ﬂ zeK

On a donc J* — D* > 0.

Définition 2.7. La quantité J* — D* est appelée duality gap. Quand le duality gap est nul, on
dit qu’on a dualité forte.

D’apres la Proposition 2.3, le duality gap est toujours positif. On va dans la suite identifier
des situations de dualité forte cad quand D* = J* autrement dit quand le duality gap est nul.
On fait maintenant le lien entre dualité forte et existence de point-selle pour L.

Définition 2.8. On dit que (z*,a*,5*) € U % RE' x RI€! est un point-selle de L quand pour
tout x € U et (a, ) € ]R'f‘ x REl, on a

L(l'*’a’ B) S L($*7a*’ﬂ*) é L($’ a*’ﬂ*)'



On considere la fonction p(x) = sup,>q g L(z,a, 3) définie pour tout z € U. Dans le cas
particulier de la fonction de Lagrange L, on a

cP(l‘):{ flx) sireK

+00 sinon

En fait, la forme exacte de ¢ n’a pas d’importance pour ’étude des points-selles d’une fonction
L en général.

Proposition 2.9. Soit L : U x ]R'f‘ xRIEI— R et (x*,a*, p*) € U x RE‘ x RIEI. [l y a équivalence
entre les points suivants :

1. (z*,a*, %) est un point-selle de L

2. x* minimise ¢ sur U, (a*, 8*) mazimise D sur RE‘ X RIEl, le duality gap est nul et p(z*) =
J* = D* = D(a*, 5%).

Démonstration. On montre que 1. implique 2.. Si (z*,a*, 5*) est un point-selle de L alors pour
tout z € U et (o, fB) € R'f‘ x RIEl on a

L(z",a, ) < L(z",a", 5) < L(z, 0", 5%).
(a) (®)

En particulier,

J* = 1inf f(z) = inf sup L(z,«,) < sup L(z*, «a,f)

zeK zelU a>0,3 a>0,8
S L(JC*, O[*, 6*)
par(a)
< inf L(z,a*, ") < sup inf L(z,a,B) = sup D(a, ) = D*.
par(b) *€U a>0,87€U >0,

On a donc bien J* < D*. Par ailleurs, on a toujours D* < J* (cf. Proposition 2.3 sur la dualité
faible). On a donc bien D* = J* qui est la définition de la dualité forte.
Par ailleurs, pour tout x € U, on a

p(z*) = sup L(z*,a, ) < L(z",a", %) < L(z,a", 5%) < sup L(z,a, B) = ¢().
a>0,8 a>0,8

On a donc bien que z* minimise ¢ sur U. De méme, pour tout (a, ) € le' x Rl on a

D(a*, %) = iIGlgL(JI,Oé*,B*) > L(z*,a*, ") > L(z*,a, B) > iggL(a:,a,B) = D(a, B).

On en déduit que (o, 5*) maximise D sur R'fl x RI€I,
On a aussi
o(z*)=J" = L(z*,a", %) = D* = D(a*, B%).
On montre que 2. implique 1.. On a p(z*) < D(a*,5*). On a alors pour tout = € U et
(o, B) € RITT x RIET
L(z*,a, 8) < p(z*) < D(a*, ) < L(z,a™, 5%).

Ceci étant vrai pour tout x € U et (o, 5) € RE' x RI€l, on a donc L(z*,a, B) < L(x*,a*, 5*) et
L(z*, a*, 5*) < L(z*, o, B). Donc, (x*,a*, f*) est un point-selle de L. [



Dans le cas ou L est la fonction de Lagrange associée a (P), dire que “z* minimise ¢ sur U”
est équivalent a “x* est solution de (P)”. On voit donc que chercher les points-selles de L permet
de trouver les solutions du probléeme initial. De plus la Proposition 2.9 est vraie pour n’importe
quelle fonction L a “deux” variable x et («, ). Dans le cas particulier ou L est la fonction de
Lagrange associée a (P) on peut simplifier la Proposition 2.9.

Théoréme 2.10. Soit L la fonction de Lagrange associée au probleme (P). Soit (x*,a*, B*) €
U x ]R'f‘ x RIEI. Il y a équivalence entre les deuz points suivants :
1. (z*,a*, %) est un point-selle de L sur U x }RE' x RI€
2. i) x* minimise L(-, a*, %) sur U
i) 2 € K
iii) o hi(x*) =0 pour tout i € T.

Démonstration. On montre que 1. implique 2.. On a pour tout x € U et (o, B) € RE' x RIEI

L($*7a,ﬁ) S L(SU*,O[*,B*) S L(S[?,O[*,ﬁ*).
(a) (b)

Par (b), * minimise L(-,a*, 5*) donc i) est vrai. Par (a), on a

sup L(z*,a,p) < L(z*,a*, %) < 00
a>0,8

mais si 2* ¢ K alors h;(z*) > 0 pour un ¢ € Z ou ge(z*) # 0 pour un e € £ et dans ce cas
sup,>0. L(7*, a, B) = +00. On a donc bien z* € K cad i) est vrai.
Comme z* € K, on peut réécrire (a) : pour tout a > 0

F@) + Y ashi(a®) < f(2*) + ) afhi(a")
€T i€
et hi(z*) < 0 pour tout ¢ € Z, donc
0= SupZaihi(:c*) < Z ag hi(z™)
az05e7 i€T

or aj > 0et h;(xz*) <0 pour tout 7 € Z donc ) ;.7 ajh;(xz*) > 0 uniquement lorsque a; h;(z*) = 0
pour tout ¢ € Z. Donc 4ii) est bien vrai.

On montre que 2. implique 1.. Comme z* € K on a g.(z*) = 0 pour tout e € £ et comme
alhi(x*) =0 pour tout ¢ € Z, on a L(z*,a*, 8*) = f(z*). De plus, pour tout a > 0 et 3, on a

L(z*,a,8) = f(z*) + Y _ oihi(z*) < f(z*) = L(z", 0", B%).

i€
Par ailleurs, 2* minimise L(-, a*, 8*) sur U donc
L(z*,a", %) < L(z,a", B7).

On en déduit que (z*, a*, 5*) est bien un point-selle de L. [

On peut réécrire le Théoreme 2.10 en faisant apparaitre explicitement le role du probleme
dual sous I’hypotheése de dualité forte.



Théoréme 2.11. On suppose qu’on a dualité forte (cad que le duality gap est nul). Soit (z*, a*, f*) €
U x RE' x RIEI. On suppose que (a*, B*) est solution du probleme dual. Il y a équivalence entre
les deux propositions suivantes :
1. z* est solution de (P)
2. i) x* minimise L(-,a*, %) sur U
it) ¥ € K
iii) afhi(xz*) =0 pour tout i € T.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.10, 2. est équivalent a (x*, o, 5*) est un point-selle de L.
Or d’apres la Proposition 2.9, (z*, a*, 5*) est un point-selle de L si et seulement si z* minimise ¢

sur U, (o, f*) maximise D sur R'fl x RI€l et le duality gap est nul. Comme on fait ’hypothése

que (a*, f*) maximise D sur RE' x RI€l et que le duality gap est nul, on a 1’équivalence entre 2.
et “ * minimise ¢ sur U”. Par ailleurs, dans le cas ou L est la fonction de Lagrange du probleme
(P), on a
flx) sizeK
ola) = { 1)

+0o0 sinon

Ainsi “ 2™ minimise ¢ sur U” si et seulement si 2* est solution de (P). ]

Conclusion : Quand il y a dualité forte, on peut trouver les solutions x* de (P) en trouvant une
solution (a*, B*) au probléme dual et en résolvant le systéme d’équations

i) «* minimise L(-, ", %) sur U

i) x* € K

iii) afhi(xz*) =0 pour tout i € T.
Ce résultat est vrai sans aucune hypothese de régularité sur f,(h;)icz, (ge)ecs ni de convexité.

Pour pouvoir appliquer le résultat de dualité du Théoreme 2.11, il faut pouvoir assurer que
le duality gap est bien nul. Pour caractériser ces situations, on va avoir recours a deux notions
classiques en optimisation : la qualification de contraintes et les conditions KKT.

2.2 Qualification de contraintes

Il existe une définition générale de la qualification d’une contrainte K en un point z € K.
Cependant elle fait intervenir des notions (cf. espace tangent) qui sortent du cadre de cette note
de rappel. On ne va donc énoncer que des conditions suffisantes de qualification dans le cadre des
probléemes d’optimisation convexe différentiables (OCD), cad pour des problemes de la
forme

min f(z) ou K = {x cU: (P1)

hi(z) <0,VieZ } ot f, (hy)iez sont convexes et C!
zeK

Az =b AeR™ " et beR™

ou U est un ouvert convexe non vide de R™. On voit donc qu’en OCD, les contraintes d’égalité
“ge(z) = 0,Ve € £ sont des contraintes affines et f, (h;);ez sont des fonctions convexes C! (et
donc U est un ensemble convexe).

Il existe un résultat établissant la dualité forte pour les probléemes de la forme (P1) sous
condition de qualification de contraintes. Cependant ici on utilise qu'une condition suffisante
de qualification de contraintes dite de Slater qui a le mérite d’étre simple a énoncer.



Définition 2.12. On dit que la contrainte K définie par les fonctions (h;)icz, A € R"™™ et
b € R™ satisfait la condition de Slater quand il existe xg € K tel que

hi(zg) <0 pour tout i € I,

Azg=1b et { hi(l’o) <0 pour tout i € I\Ia

ot L, C I est l’ensemble de toutes les contraintes affines de K (cad, pour tout i € I, h; est une
fonction affine).

Théoréme 2.13 (dualité forte en OCD). On suppose que la contrainte K satisfait les conditions
de Slater pour le probléme (P1) et que (P1) admet au moins une solution. Alors il y a dualité
forte, autrement dit,
i = max D(a, 3).
min f() max, (a, B)
De plus, le probléme dual admet au moins une solution (o, %) et les solutions du probléme
infecrn L(z, a*, B*) sont solutions de (P1) et réciproquement.

La condition de Slater assurent donc la dualité forte pour des problemes d’optimisation convexe
pour des contraintes d’égalité affines. La preuve du Théoreme 2.13 nécessite des outils qui sortent
du cadre de cette note de rappel.

Remarque 2.14 (Critere d’arrét). La dualité forte permet aussi de définir un critére d’arrét
pour les algorithmes itératifs. En effet, si x* est une solution primale et (a*, 3*) est une solution
duale alors f(z*) — D(a*, %) = 0. On peut alors se servir de la quantité f(x) — D(a, ) comme
d’un critére d’arrét pour une algorithme itératif : si a Uétape k on a f(z®) — D(a®, F)) < e
alors on stoppe les itérations pour un niveau de tolérance ¢ donné en entrée.

Remarque 2.15 (Qualification de contrainte en Programmation Linéaire). En Programmation
Linéaire (PL), les contraintes d’égalité et les contraintes d’inégalité sont toutes affines. Dans ce
cas, la condition de qualification de Slater est assurée sous la simple hypothése que K est non
vide.

2.3 Conditions KKT

On considere a nouveau le probleme d’optimisation convexe différentiable sous contraintes
(P1). Quand le duality gap est nul, il existe des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
pour les deux problemes primal et dual. Ces conditions sont appelées conditions KKT du nom
de leurs auteurs Karush, Kuhn et Tucker. On les énonce ci-dessous dans le cadre plus général de
l'optimisation différentiable (non-nécessairement convexe).

Définition 2.16. Soit f,(h;)icz, (ge)ece : U — des fonctions différentiables sur un ouvert U de
R™. On dit que (z*,a*, p*) satisfait les conditions KKT quand, pour K = {x €U : hi(z) <
0,Vi € Z,ge(z) = 0,Ve € £},

e Keta">0 (KKT1)
a‘hi(z*)=0,VieZ (KKT2)
V. L(z*,a*, B%) = 0 (KKT3)

La condition (KKT2) est appelée complementary slackness condition.



La premiere conditions (KKT1) dit simplement que les éléments z* et (a*, 8*) sont dans leur
ensemble de contraintes respectifs (pour le primal et le dual). La condition (KKT2) signifie que
soit h;(z*) = 0, cad la i-iéme contrainte du probleme primal est saturée, soit la i-iétme contrainte
du probleme dual est saturée. Finalement, la troisieme condition (KKT3) signifie que z* est un
point critique de L(-, a*, 8%).

Théoréme 2.17. On considére le probléeme d’optimisation sous contraintes (P) ot f, (hi)iez, (ge)ece
sont différentiables sur U. On a les résultats suivant :

1. sile duality gap est nul, si x* est une solution primale et si (o*, f*) est une solution duale,
alors (x*, a*, B*) satisfait les conditions KKT.

2. de plus, si on suppose que f,(h;)icz et (ge)ece sont convexes alors les conditions KKT
sont suffisantes : si (z*,a*, B%) satisfait KKT alors x* est solution du probléme primal,
(a*, 5*) est solution du probléme duale et le duality gap est nul.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe de Proposition 2.9 et du Théo-
reme 2.10. On a en effet ’équivalence :

1. z* minimise ¢ sur U (ce qui équivaut a dire que x* est solution primale), (a*, *) maximise
D sur RE' x RIEI (ce qui équivaut & dire que (a*, %) est solution duale), le duality gap est
nul et p(z*) = J* = D* = D(a*, %),

2. (z*,a*, /%) est un point-selle de L,

3. i) «* minimise L(-,a*, %) sur U

i) 2* e K

ili) ajhi(z*) = 0 pour tout i € 7.
Dans le cas différentiable, le troisieme point implique les conditions KKT vu que si z* minimise
L(-,a*, %) sur U alors nécessairement z* est un point critique de L(-, a*, *) cad V, L(z*, a*, B*) =
0 (dans Proposition 2.9 et Théoreme 2.10, on suppose implicitement que a* > 0).

On démontre le deuxieme point sous I'hypotheése supplémentaire que f, (hi)icz et (ge)ecs
sont convexes. Soit (z*, a*, *) satisfaisant les conditions KKT. Condition (KKT1) assure que z*
et (a*,3*) sont dans les ensembles de contraintes du probléeme primal et dual respectivement.
Par ailleurs, comme o* > 0, L(-,a*,8%) = f(-) + > ez aihi(-) + > .ce Bige(:) est convexe et
comme V,L(z* o, (%) = 0, * est un minimum de L(-,a*, 5*) sur U (en optimisation convexe
différentiable les points critiques sont les extrema).

Ainsi la condition 2. dans Théoréme 2.10 est satisfaite et donc 1. l'est aussi cad (z*, a*, 5%)
est un point selle de L sur U x R'f‘ x RI€l. On en déduit par la Proposition 2.9 que z* minimise

@ sur U et donc z* est solution primale, que (a*, 5*) est solution duale et que le duality gap est
nul. [ |

Remarque 2.18. Pour un probléme OCD (cad d’optimisation conveze différentiable), on suppose
que les contraintes d’égalités sont affines. Dans le Théoréme précédant (cf. Théoréme 2.17), on
a seulement supposé les ge,e € £ convexes dans le point 2..

Dans la conclusion suivante, on combine les résultats du Théoreme 2.13 et du Théoreme 2.17.



Conclusion : Pour les problémes d’optimisation conveze différentiables (OCD) (0t (ge)ecs sont
affines et f, (hi)icz sont différentiables et convexes) les conditions KKT sont nécessaires et suffi-
santes : il y a équivalence entre

1. le duality gap est nul, x* est solution primal et (a*, 5*) est solution duale
2. (x*,a*, 5*) vérifie les conditions KKT.
De plus, pour les probléemes d’OCD vérifiant la condition de Slater, il y a équivalence entre
1. x* est solution primal et (o, *) est solution duale
2. (x*,a*, B*) vérifie les conditions KKT.

Dans ce cas, pour trouver les solutions primales, il suffit de trouver une solution duale (a*, %)
et de déterminer ’ensemble des points x* tels que (z*,a*, 5*) vérifie les conditions KKT.

2.4 Dualité Lagrangienne et conditions KKT en programmation linéaire

Dans cette section, on applique les idées des sections précédentes (dualité Lagrangienne et
conditions KKT) au cas particulier des problemes d’optimisation en Programmation Linéaire
sous forme standard

;1611'1RI}L<C, a;> tel que Az =b,z >0 (PPL)

ouceR" AeR™™etbe R™. Onrappelle que z > 0 signifie que z; > 0 pour tout j € {1,...,n}
quand z = (z;);.

On suppose que I'ensemble de contrainte K = {z € R" : Az = b,z > 0} est non vide (sinon le
probleme (PPL) n’est pas défini). Ainsi la condition de Slater est vérifiée. Par ailleurs, la fonction
objectif x +— <1:,c> est convexe de classe C! et les contraintes “Ax = b,z > 0” sont affines. On
peut donc appliquer les principaux résultats des sections précédentes, a savoir Théoreme 2.13 et
Théoreme 2.17.

La fonction de Lagrange est ici

L(z,a,p) = <c,m> - <a,ar> + <B,b—Aaﬁ> = <c— o — ATB,a:> + <B,b>

définie pour tout z € R", a € (Ry)™ et 8 € R™. La fonction duale de Lagrange est définie pour
tout a € (Ry)" et § € R™ par

D(a, ) = min L(z,«a, ) =

—o00  quand ATB+a#c
z€ER™ <

B, b> quand ATB 4+ a =c.
Le probleme dual max,>0 g D(a, 3) est donc ici

m%x<b, ﬁ> telque ATB+a=c,a>0 (DPL)

C’est aussi un probleme de programmation linéaire.

On rappelle que la condition de Slater (cad il existe un z € R™ tel que Az = b et h;(z) =
—z; <0,i=1,...,n) est satisfaites ici car K est supposé non-vide. On a donc de la dualité forte
(cf. Théoreme 2.13) et d’apres les conditions KKT (cf. Théoreme 2.17) il y a équivalence entre :

1. z* est solution de (PPL) et (a*, 5*) est solution de (DPL)
2. (x*,a*, 5*) vérifie les conditions de KKT :
(KKT1): Az*=b,2">0eta" >0
(KKT2): ajz; =0,Yi=1,...,n
(KKT3): 0=V,L(z* a"p)=—-A"g"—a" +c¢
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On peut vérifier que le dual du probléme dual (DPL) est ici le probleme primal (PPL). En
effet, le lagrangien de (DPL) est

Ii(oz,ﬁja:,y) = —<b7ﬂ>+<x,ATﬁ+a—c> — <y,a> = <A$—b,6>+<az—y,a>—<x,c>

ou (x,y) € R™ x (R4)™ est ici le multiplicateur de Lagrange. Puis, la fonction duale de Lagrange
est ici définie pour tout y > 0, x par

—0 quand Az #bouzx #y

D(w,y) = ae]RI’?,lﬁneRm L(a, B, 2,y) = { —<c, m> quand Ax =bet x = y.

Le probleme duale maxy>¢ , D(z,y) est alors

max(—<c,x>:Ax:betx:yetyZO)
T,y
qui est bien équivalent a (PPL).

On peut donc de nouveau appliquer la dualité Lagrangienne et obtenir la caractérisation
des solutions aux problemes primal et dual par les conditions KKT qui sont identiques a celles
obtenues précédemment.

Théoréme 2.19. Si le probléme primal (PPL) a une solution ou si le probléme dual (DPL) a
une solution alors c’est aussi le cas pour l'autre et les fonctions objectifs sont égales. Si un des
problémes n’est pas borné alors l’ensemble des contraintes de 'autre est vide. Par ailleurs, on a
I’équivalence entre :

1. z* est solution de (PPL) et (a*,3*) est solution de (DPL)
2. (x*,a*, 5%) vérifie les conditions de KKT :

Az =b,x* >0eta*>0; ojz; =0,Vi=1,...,n; AT +a* =c.

2.5 Directions de descentes (de Newton)
2.5.1 Méthode de Newton pour résoudre ”F(z) = 0"

Soit FF : R — R une fonction différentiable sur R. On souhaite trouver z* € R tel que
F(z*) = 0. La méthode de Newton consiste a approcher la fonction F' par son développement du
premier ordre de Taylor (en chaque point de I'itération) : en tout point z € R le développement
de Taylor d’ordre 1 est donné pour tout p € R par

F(x+p) = F(z) + F'(x)p+ o(p).

Ainsi, si on choisit p* tel que
F(z)+ F'(z)p* =0 (2.4)

on aura F(x + p*) = o(p*) et donc si p* est petit, on aura F'(x 4+ p*) qui sera proche de zéro, et

donc x + p* sera une solution approchante au probleme qu’on souhaite résoudre ici.
L’algorithme de Newton pour résoudre "F(z) = 0” est un algorithme itératif qui part d’un

point initial donné (ou choisit) et s’arréte lorsqu’un critere d’arrét (décidé en amont) est rencontré :
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input : zg : un point initial; € > 0 : un parametre de critere d’arrét

output: une approximation xy de x* tel que F(z*) =0

while |z — 2| > € do
Calcul de pg, une direction de descente, solution de F(zy) + F'(z)pr = 0
Tk+1 = Tk + Pk

end

N I

Algorithm 1: Algorithme de Newton pour F'(z) = 0.

On voit ici que le choix de la direction de descente p; au point xj, est donnée par I’équation 2.4
qui consiste & annuler le développement du premier ordre de F' en x. Quand F'(zy) # 0 alors la
direction de descente est donnée par p, = —F(x)/F’(xy) qui est la forme classique de I’algorithme

de Newton :
oo = 1y — F(x)
+1 Fi(a)

2.5.2 Descente de gradient et algorithme de Newton

Soit f : R — R une fonction convexe deux fois différentiable. On souhaite trouver une solution
au probleme min,cg f(z).

Par convexité et différentiabilité de f, résoudre ce probléme est équivalent a résoudre le pro-
bleme f’(x) = 0. On est donc amené & résoudre un probleme du type F(z) = 0 pour F' = f’ qu’on
peut résoudre de maniere approchée par la méthode de Newton vue dans la section précédente.

Dans le cadre de la minimisation d’une fonction convexe, la méthode de Newton est un exemple
particulier de méthode de descente de gradient.

Pour le probléeme de minimisation min,eg f(2z) d’une fonction convexe, la méthode de Newton
consiste a minimiser une approximation de Taylor du second ordre de f : pour tout z,p € R,

2 r1
flz+p) = f(z)+ f(x)p+ p];(:”) +o(p?).
Minimiser la fonction convexe p — f(z) + f/(x)p+ (1/2)p? f"(x) revient & trouver un zéro de son
gradient : p* tel que
f'(@) + f(2)p" =0

qui est exactement la méme équation que celle définissant la direction de descente pour la méthode
de Newton dans (2.4) pour F = f’.

input : zg € R" : un point initial; € > 0 : un parametre de critere d’arrét
output: une approximation zj € R" de z* tel que f(z*) = min, f(z)
while |z — x| > € do
Calcul de p, une direction de descente, solution de f'(x) + f”(zx)pr =0
Tk41 = Tk + Pk
end

W N

Algorithm 2: Algorithme de Newton pour le probleme min, f(x).

Ainsi quand f”(xy) # 0, la direction de descente est donnée par pr = —f'(xk)/f" (zk)-
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Dans certain cas, il est coiiteux, voire impossible de calculer f”(z). On a donc recours a une
suite donnée a priori, ou calculée au fil des itérations, qu’'on appelle les steps size : (n;); ou
N, > 0. La direction de descente est obtenue a 1’étape k comme étant solution de 1’équation

oy Ph
f(a:)+nk 0.

On a donc "remplacer” la quantité difficile & obtenir f”(zy) par 1/n. La direction de descente
ainsi obtenue est py = —nif'(x)) et Palgorithme associé est

Tht1 = Tk — ka/(l’k)

qui est l'algorithme de descente de gradient. L’algorithme de Newton est donc un algorithme
de descente de gradient pour le step size np = 1/f"(z1).

2.5.3 Algorithme de Newton pour des fonctions de plusieurs variables

Soit f : R® — R une fonction convexe deux fois différentiable. On souhaite résoudre le
probleme d’optimisation mingegn f(x).

La méthode de Newton consiste a approcher f au point courant xj par son développement
d’ordre 2 de Taylor :

Flan+p) = F) + (VF(x),p) + 507V F () + ol Ipl3)

et a minimiser en p € R™ cette approximation. L’approximation étant convexe et différentiable,
cela revient a annuler son gradient. On obtient donc une direction de descente pj solution de
I’équation :

Vf(zg) + V2 f(zr)pe =0 (2.5)
ot Vf(x) = (0;f(z))", est le gradient de f en x et V2f(z) = (9;0;f())1<ij<n est la matrice
Hessienne de f en .

Ainsi, quand V?f(z},) est inversible, la direction de descente est donnée par

Pk = —(sz(ﬂfk))ilvf(xk)

et 'algorithme de Newton associé est décrit dans Algorithme 3.

input : zg € R" : un point initial; € > 0 : un parametre de critere d’arrét
output: une approximation xy € R"™ de z* tel que f(x*) = mingern f(z)

1 while ||z — 2k, > € do

2 | wper = an— (V2f ()" V()
3 end

Algorithm 3: Algorithme de Newton pour la construction d’une solution appro-
chante au probléme mingcgn f(x).

L’algorithme de Newton converge tres rapidement vers la solution du probleme d’optimisation
mingere f(2) quand x — V2f(x) est Lipshitz et V2 f(z) a une plus petite valeur singuliere plus
grande que ¢ uniformément en x. On rappelle la définition de la norme d’opérateur d’une matrice :

[M]| = max [|Mzll, .

llzll,=1
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C’est la norme de M vue comme opérateur de ¢4 — /(3. En particulier, on a pour tout = €
R™, [|Mzly < [[M]] [|l,-

Théoreme 2.20. Soit f : R® — R une fonction convexre deux fois différentiable. On suppose qu’il
existe x* € R™ tel que f(x*) = mingern f(z). On suppose que :

i) V2f est L-Lipshitz pour la norme d’opérateur : pour tout x,y € R™,
[V2f(z) = V2 ()| < Lllz =yl

i) pour tout x € R", V2f(z) = cl,, (cad (V*f(z)y,y) > c lyll3 pour tout y € R™).
Soit xy € R™. Alors, l'algorithme de descente de gradient (xy)r défini par xo et xp41 = xf —
(V2f($k))_1Vf(l'k) vérifie ||z1 — x*||y < [L/(2¢)] ||xx — x*||5 pour tout k € N.

Démonstration. On a V f(z*) = 0, alors d’apres le théoreme fondamental de I’analyse,
Vi(ze) = Vi(ze) = V") = /01 V2 f (@t + 7wy, — %)) (@g — 2¥)dr.
On a donc
g1 — 2" = — 2" — (V2 (k) TV ()
=z — " — (sz(a:k))_l /01 V2 f(2* + 7(xp — %)) (2, — 2*)dT
= (sz(xk))_l /01 (V2 f(zg) — V2 f(2* + 7(2p — )] (2g — 2*)dr.
On en déduit que

1
lenis —a*lly < V) H [ 192500 = V210" 4w )| e = 27

On conclut en observant que ||V f(zx) ™| = IVf(ze)| ™" < (1/e) et

1 1
H/O [V2f(:z:k) — VQf(m* + 7(z) — :E*))]dT < /0 HVQf(wk) — V2f(1:* + 7(z) — :B*)) H dr

1
< /0 L = 1) [z, — a*lydr = (L/2) lo — 2.

Ainsi lalgorithme de Newton converge de maniere quadratique quand V f satisfait certaines
conditions. C’est donc une convergence tres rapide. La condition ii) est en particulier vérifiée
pour les fonctions deux fois différentiables et fortement convexes, cad qui vérifient pour tout
z,y ER"et 0<t <1,

Flte+ (1 —t)yy) <tf(x)+ 10—t f(y) — (c/2)t1 = t) = -yl
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2.5.4 Directions de descente pour les problémes sous contraintes

Dans les deux sous-sections précédentes, les directions de descente p étaient obtenues par
minimisation d’un développement de Taylor du second ordre de la fonction convexe f a minimiser.
Le choix de p n’était pas contraint et la minimisation de ce critere était le seul objectif.

Pour un probléme d’optimisation sous contraintes, le choix de la direction de descente ne
peut plus uniquement se faire dans le seul objectif de minimiser une approximation de f : au
point courant zj, on doit s’assurer que l'itération suivante zpy1 = zp + pr est dans 'ensemble
des contraintes. On doit donc s’assurer que la direction de descente n’amene pas 'algorithme a
produire des itérations qui sortent de I’ensemble de contrainte.

Soit le probleme d’optimisation suivant

iré% f(z) (2.6)

ou K CR" et f:R"™ — R est une fonction convexe deux fois différentiable.

L’algorithme de descente de gradient peut aussi étre utilisé pour les problemes d’optimisation
sous contraintes a condition de s’assurer que les itérés de ’algorithme restent dans K.

Comme précédemment, au point courant z; de 'algorithme, on fait une approximation de
Taylor du second ordre de f :

Flai+ ) = F(ox) + (VF ), p) + 507 V2 Fnp + ol

et on minimise cette approximation tout en s’assurant que x + p est bien dans ’ensemble de
contraintes K. Ceci définit la direction de descente pour un probleme d’optimisation sous contrainte.

Définition 2.21. Soit f : R® — R conveze deux fois différentiable et K C R™ non vide. Soit
x € K, la direction de descente (de Newton) en x de f est une solution au probléeme
d’optimisation

;1611'1&1% ((Vf(x),p>+%pTV2f(a:)p:a:+p€K). (2.7)

Remarque 2.22. Ici on s’assure que les itérations successives appartiennent bien a l’ensemble
des contraintes K en cherchant les directions de descente p telles que xp +p € K. Une autre
stratégie consiste a considérer la direction de descente comme dans les algorithmes de descentes
de gradient, cad pr = —nipV f(xzk) et ensuite a projeter xyp + pr sur K : xxy1 = projg(zr + pr)
ol projg est un opérateur de projection sur K (par exemple, projy(y) € argmin, g ||y — 2||5).
Ces procédures sont appelées méthodes de descente de gradient projetée; elles sont trés
populaires en optimisation conveze.

2.6 Les méthodes de barriéres

Les méthodes de barrieres sont aussi connues sous le nom de méthodes de points intérieurs,
au-dela du cadre des problémes de programmation linéaire. Elles sont utilisées pour construire
des solutions approchantes aux problemes d’optimisation sous contraintes.

On considere ici les problemes d’optimisation convexe différentiable (OCD) comme dans (P1)
(cad les contraintes d’égalité sont affines et la fonction objectif ainsi que les contraintes d’inégalités
sont convexes et C!) : pour U un ouvert convexe de R",

min f(z) ou K =

s {x ceU: hl(x) <0,viel } ot f (hz)zez sont convexes et C
€

Az =b A e R™" e R™, (P1)
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Les méthodes de barrieres se proposent de trouver une solution approchante au probleme
(P1) en résolvant une suite de problemes d’optimisation sans contraintes d’inégalité. Pour cela,
on ajoute & la fonction objectif f(-) une fonction de cout qui pénalise les points de K qui s’approche
de la frontiere de K (vu comme sous-ensemble de {z € U : Az = b}). C’est ce cout additionnel
qui créé une sorte de barriere interdisant aux algorithmes de sortir de K.

Définition 2.23. Une fonction barriére pour (P1) est une fonction continue bar : K — R (ou
K est lintérieur de K dans {x € U : Az = b}) telle que bar(x) — +0o quand max;ct hi(x) — 07.

Les deux exemples classiques de fonctions barriéres sont définies pour tout x € U par

bar(x) = — Zlog(—hi(x)) et bar(x) = — Z h?:c)
=

1€

L’objectif est de dissuader les algorithmes évoluant dans 'intérieur de K de trop s’approcher
de la frontiere de K. On introduit alors une famille de fonctions objectif indexée par un parametre
w>0:

B(a, ) = f(z) + ubar(x)

ou bar(-) est une fonction barriere. Le probléme d’optimisation associé est

in B PB
i (z, 1) (PBp)

On obtient ainsi une suite de problémes d’optimisation ((PBu)) indexée par un parametre p > 0.
L’idée maintenant est de résoudre ces problemes et de faire tendre pu vers 0 pour construire une
solution approchante au probléme d’origine (P1).

Remarque 2.24. Une maniére naturelle de construire une barriére (non-continue) du bord de
K dans {x € U : Ax = b} est de prendre la fonction indicatrice de {x € U : hi(z) < 0,1 € T},
cad, pour tout x € U,

bar(z) = Z ir_(hi(z)) ot iq(t) =

{ 0sitef)
€L

+oo sit ¢ Q

pour tout t € R et Q@ C R. On peut voir les fonctions barriéres de base t € R* — —plog(—t) et
t € R* — —pu/t comme des fonctions continues convergeant simplement vers ig_ sur R* quand
pw—0v.
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Barriere logarithmique
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FIGURE 1 — Approximation de la barriere idéale igx_ par les barriéres logarithmiques t € R* —
—plog(—t) quand p — 0T,

Théoréme 2.25. (Convergence des méthodes de barriére) On suppose que f et (hi)iez sont
continues et que bar est une fonction barriére (continue) pour (P1). Pour tout > 0, on suppose
que (PBu) admet au moins une solution. On suppose aussi que K est sans point isolé.

Soit (p)r une suite décroissante de réels strictement positifs et pour tout k € N, on note par
x une solution de (PBu) pour pu = uk. Tout point d’adhérence de (xy)) est solution de (P1).

Démonstration. Soit & un point d’adhérence de (xy ). Pour ne pas charger les notations, on note
encore par (zg)r la sous-suite convergeante vers Z.

Par continuité de x — Az, on a b = Az, — AZ quand k — +oo. En particulier, AZ = b. De
méme, par continuité de h; pour i € Z, on a h;(Z) < 0 pour tout i € Z. On a donc & € K.

Si pour tout i € Z, h;(Z) < 0 alors ughi(zr) — 0 quand k — +o00 et ceci pour tout i € Z. Si =
est sur le bord de K alors par construction bar(zy) — +o0o quand k — +o00. Dans les deux cas,
on a liminfy ugbar(zy) > 0. On en déduit que

limkinf (f(zk) 4+ pbar(zy)) = f(z) + limkinf pugbar(zy) > f(Z).
Par définition de l'optimalité de x, on a pour tout = tel que Az = b et bar(x) < oo

f(@) + mbar(z) > f(ax) + pbar(zy)

et en passant a la limite inférieure pour & — oo, on a f(z) > f(&). Ceci étant vrai pour tout

(o]
x € K, on en déduit, par continuité de f et comme K est sans point isolé, que pour tout = € K,
f(x) > f(&). Donc & est bien solution au probléeme (P1). ]

Un algorithme de barriére consiste & résoudre une suite de probleme (PBu) pour p = py ou
i 4 0 et a utiliser cette suite de solution comme une approximation de la solution du probleme
initial (P1).
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Concretement, on se fixe un nombre fini de problemes du type (PBu) pour p = pg ot pg J 0
et k € {1,..., kmas}. La derniere solution xy, . est utilisée comme solution approchante de (P1).

On peut alors se demander pourquoi on ne résout pas seulement le dernier probleme (PBpu)
pour p = pg, .7 Cela est di au fait que la Hessienne de B(-, u) varie trés rapidement en s’appro-
chant du bord de K. La méthode de Newton est donc tres instable : un choix 1égerement différent
du point initial dans la méthode de Newton produira de grands changements dans la suite des
itérations de 'algorithme. On va alors résoudre une suite de problemes (PBu) en décroissant le
parametre p a chaque itération et utiliser la solution du dernier probleme comme point initial du
probleme suivant.

Les solutions z*(u) de (PBpu) joue un role central pour les méthodes de barriere. L’ensemble
de ces points décrit un “chemin” dans l'intérieur des contraintes.

Définition 2.26. On suppose que pour tout u > 0, le probleme (PBp) admet une unique solution
notée x*(u). L’ensemble {x*(u) : > 0} est appelé central path.

3 Un algorithme de barriere primal en programmation linéaire

On se place maintenant dans le cadre des problemes de programmation linéaire. On considére
alors le probleme sous forme standard

. _ S
C;I:IGIIIRI}L<C,LU> tel que Az =b,2 >0 (PPL)

ol c € R" A€ R™™ et b€ R™. On suppose que A est de rang m.
On utilise une méthode de barriere logarithmique associé & (PPL) : pour tout x4 > 0, on
introduit la fonction objectif : pour tout z € U,

B(z,p) = (z,c) — uzlog(wz‘)

ou U ={z € R": 2 > 0} est un ouvert de R” et on considere le probleme d’optimisation

min B(z, 1) tel que Az = b. (PPLu)
zeU

La fonction barriere nous a donc permis de retirer la contrainte = > 0.

On souhaite maintenant résoudre le sous-probleme de barriere (PPLu). On va utiliser la
méthode de Newton pour les problemes sous contraintes. En tout point x € U, on fait un déve-
loppement de second ordre de la fonction objectif B(-, u) :

1
B(x +p, ) = B, 1) + (VaB(, 1), p) + 50" V2 . Bla, m)p + of|lpll3)
ot on calcul le gradient et la Hessienne de x — B(x,u) en xz € U :
VeB(z,p) =c—pX te:=g, et V%zB(aﬁ,,u) =uX %:=H, (3.1)

et pour tout x € U, X = diag(z1,...,2,) et e = (1,...,1)T € R™.
Les directions de descente en x pour la méthode de Newton sont donc solution du probleme
d’optimisation :

: Lory _
Jmin, ((gx,p> +5p Hep: Alz +p) = b)- (3.2)
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On ne cherchera les directions de descente que pour des points x qui sont dans I’ensemble de
contraintes. On aura alors Ax = b et on cherchera alors les directions p pour lesquelles Ap = 0.
On souhaite alors résoudre le probleme d’optimisation en OCD :

. 1.
Jmin, (<gz,p> +5p Hep: Ap = 0) (3.3)

pour lequel la condition de Slater sont vérifiées (car ker(A) # 0), et donc par les conditions KKT :
pi est solution de (3.3) si et seulement si il existe A € R™ tel que

1. Apy =0, p; +2>0

2. VpL(pi,A) = 0cad go+ Hoph+ AT A =0cad ph = Hy ' [—g.—ATA] = 3:+X72 [—ATA—(].
De plus, A est de rang m et X est définie positive car > 0 donc AX2?AT est une matrice

inversible.

Lemme 3.1. Si A est de rang m alors AX2A" est une matrice inversible.
Démonstration. On rappelle que Ker(AT) = (Im(A)) car =z € Ker(AT) ssi ATa = 0 ssi
<AT:1:,y> = 0 pour tout y € R™ ssi <x,Ay> pour tout y € R™ ssi z € (Im(A))l. Comme ici

A est de rang plein m on a (Im(A))* = {0} et donc Ker(AT) = {0}.
De plus pour tout x € R™, on a

<AX2AT$,:E> = <XAT33,ATx> = Z.T]Q(ATx)?
i=1

Donc, si (AX2ATz,x) = 0 alors ATz = 0 et comme Ker(4A") = {0} on a = = 0. Par ailleurs,
AX?AT est symétrique donc 0 n’est pas valeur singuliere de AX2AT donc AX2AT est inversible.
[ ]

L’équation suivante (obtenue en multipliant la deuxieme équation KKT par pA), en A € R™,
AX2ATN = Alpz — X2 (3.4)

admet une unique solution, notée \*. Pour cette solution p = x + u~1X 2[ — AT\ — c] est une
direction de descente solution du probleme (3.2) si pi + = > 0.
On en déduit I'algorithme de Newton suivant.

input : xg€ (Ry)™ tel que Azg=0b; ppet 0 < p< 1.
output: une solution approchante au probleme (PPL)
while critéere d’arrét et xp > 0 do

[tk = Pii
Xy = diag(zy)
Résoudre le systeme : A\, € R™ tel que

W N =

AXZAT N, = Al — X2

Calculer la direction de descente : pp = xp + ,u,;lX,f [ — AT\, — c]
5 Th+1 = Tk + Pk
6 end

Algorithm 4: Algorithme de point intérieur 1 : algorithme de Newton primal
sur les sous-probléemes de barriere.
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Remarque 3.2. On peut aussi inclure un step size dans l’étape 5 de I’Algorithme 4. On fait alors
la mise a jour xp = Tk + appr ou oy minimise o — B(xy + apg, k).

On peut trouver un résultat sur la convergence de I’Algorithme 4 dans [1].

4 Un algorithme de barriere primal-dual en PL

L’algorithme présenté dans la section précédente est une séquence d’algorithme de descente
pour des directions de descentes obtenues par une approximation de second ordre de B(-, ug), la
fonction objectif du probléeme de barriere pour le parametre . La direction de descente est donc
obtenue uniquement a partir du probleme primal auquel a été ajouté une barriere.

Dans ce chapitre, nous utilisons la méme méthode de barrieére que précédemment et une étape
de descente pour résoudre les sous-problemes de barriere associés mais les directions de descentes
sont obtenues en tenant compte du probleme dual. Cette méthode est celle implémentée dans la
méthode conelp de CVXOPT.

On rappelle maintenant les problemes primal et dual :

Primal : min<c, a:> tel que Az =b,z >0 (PPL)
x

Dual : mzi\x<b, )\> telque ATA+s=¢,s>0 (DPL)

ol c € R" A e R™™et b e R™. On suppose que A est de rang m.
D’apres le Théoreme 2.19, x* est solution du probleme primal (PPL) et (s*, A*) est solution
du probleme dual (DPL) si et seulement si les conditions KKT sont satisfaites :

Az* =b,2* > 0,5 >0
sizy =0,Vi=1,...,n
ATN +s* =
On peut mettre une barriere logarithmique dans le probleme primal (PPL) comme dans la

section précédente, (optionnellement) calculer le probleme dual associé, et les conditions KKT.
On obtient alors :

Primal : gg{r} ((c, Ty —p Z—Zl log x; tel que Ax = b) (PPLpu)
e n

Dual : max (<b, )\> —nulog (;) + MZlog (hz- — <)\, Az>)) (DPLu)
i=1

ou A.; est la i-iéme colonne de A.

Remarque 4.1. On peut aussi définir les fonctions B(-, ) sur tout ’espace R™ a condition
d’autoriser la valeur 400 due a ’extension de la définition de t — logt a tout R. Le formalisme
de la dualité Lagrangienne et des conditions KKT s’applique encore dans ce cadre si on restreint
létude a leur domaine, cad a ’ensemble des points ot la fonction est finie. On renvoie le lecteur
intéressé au livre [5] pour une exposition de ces résultats.

La fonction de Lagrange associée au probleme (PPLyu) est
Lu(z,A) = B(z, 1) + (A b— Az) = (x,c) — /LZIOg(Qﬁi) + (A b— Az) (4.1)
i=1
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ou A € R™ est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Az = b”. On a pour tout
xeUet AeR™,
Velpu(z,\) =c— AN —puX"le

ot pour tout € U, X = diag(x1,...,2,) et e = (1,...,1)T € R™. En écrivant les conditions
KKT, on a d’apres le Théoréme 2.17 (étendu au cas des fonctions convexes prenant la valeur 400
quand B(-, ) est défini sur tout R"™ plutdt que sur U en étendant la définition du log(-) sur R_)
que z}, est solution de (PPLp) si et seulement s, il existe A € R™ tel que

Az, =b
0=V,Lu(z,,\) cad ATA + u(X;;)_le =cetz, >0

ou X7 = diag((})1,. .., (z})n). En posant s = u(X;) 'e, on peut réécrire les conditions KKT
précédentes comme :

Azj, =b,z;, >0
AT +s=¢
X5 = pe. (4.2)

On peut mettre ces conditions en parallele avec les conditions KKT du probléeme initial (PPL)
(cf. Section 2.4) : il existe s, A tels que

Ax* =b,2* > 0,5 >0
A" N+s=c
X*s =0 (4.3)

qui sont identiques aux précédentes quand p | 0 sauf que la condition "z > 0” remplace "z > 0”
(solution intérieure). On remarque que la complementary slackness condition (4.3) est la seule
condition KKT impactée par I'introduction du parametre p dans les problemes de barriere annexes
(PPLpu).

L’écriture des conditions KKT permet aussi de voir que quand g | 0, une solution de (PPLyu)
converge vers une solution de (PPL) et que les solutions de (PPLu) pour o > 0 se situent bien
a l'intérieur de I’ensemble des contraintes contrairement aux solutions de (PPL) qui vérifient la
complementary slackness condition (4.3) pour lesquelles soit le multiplicateur de Lagrange est nul
soit la contrainte est active.

L’originalité de I'approche primal-dual est de regarder les conditions d’égalité de KKT comme
un probléme de recherche de zéro d’une fonction. On pose

ATA+s—c
Fu(z,\ 5) = Az —b
Xs— e

On voit donc que (z*,\*) vérifie les conditions KKT si z* > 0 et F,(z*, A\*,s*) = 0 pour un
certain s*.

Une idée est alors de résoudre I’équation F'(z*, \*, s*) = 0. Pour cela, on utilise I’algorithme de
Newton (cf. Section 2.5.1) ; On calcul les directions de descente p en un point (z, A, s) solutionnant
I’équation

Fu(z, A s)+ JE,(x,\,s)p=0 (4.4)
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ou JF,(z, A, s) est la Jacobienne de F), en (z, A, s) :

JFu(z, A, s) =

0o
o o
~ o

ou S = diag(s) € R™*".

Une fois les directions de descente calculées — en résolvant le systeme d’équations linéaires
(4.4) — on peut faire une descente de Newton au point courant. Comme précédemment, on fait
décroitre le parametre p vers 0 & chaque itération. On obtient ainsi le deuxiéme algorithme de
point intérieur qui, contrairement au premier, utilise les variables du probleme dual pour calculer
les directions de descente. En particulier, on ne fait pas d’approximation de Taylor sur B(-, u)
mais sur F), qui ne contient qu'un seul terme non linéaire "X s”.

input : xg € (Ry)" tel que Azg =b; \g € R™, 50 € (Ry)™; po et
0<p<l
output: une solution approchante au probleme (PPL)
1 while critére d’arrét do
2 | g = pi
3 Calculer une direction de descente : p, € R* T tel que
Fuk (xk, Ak, Sk) + JFM,C (CCk, Ak, Sk)pk =0
4 On effectue une étape de descente :
Tk T
e | = M |+
Sk Sk
5 end
6 return z;

Algorithm 5: Algorithme de point intérieur 2 : algorithme de Newton
primal-dual sur les sous-probléemes de barriere.

L’algorithme primal de point intérieur a une complexité algorithmique en O(n"/2) (cf. [1])
qui est bien polynomial (contrairement a la complexité exponentielle (en m) de I’algorithme du
simplexe) mais qui reste cependant tres grand quand n est grand. L’algorithme de point intérieur
primal-dual est lui en O(v/m + nlog(1/€)) pour une précision en € (cf. [4]).

Remarque 4.2. On voit apparaitre un certain compromis entre la méthode du simplere pour
laquelle chaque itération est trés rapide mais qui peu nécessiter un grand nombre d’itérations.
Alors que les méthodes de points intérieurs peuvent avoir des itérations cotteuses : le calcul des
directions de descente ; mais nécessite qu’un petit nombre d’itérations.
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5 Criteres d’arrét

Les méthodes de points intérieur peuvent tourner indéfiniment car elle ne peuvent jamais étre
égales a la solution exacte au probleme (PPL) étant donné que la suite des itérées reste toujours
a lintérieur grace a 'effet de barriere. Il faut donc choisir un critére de sortie de la boucle. Il y a
plusieurs choix possibles.

On peut par exemple, utiliser la distance entre deux itérés successifs : ||xp11 — xx|,. Mais
dans les deux algorithmes présentés, on utilise de la dualité Lagrangienne et les conditions KKT
qui peuvent fournir des criteres d’arrét.

Pour le premier algorithme de Newton primal, on peux utiliser les conditions d’optimalité
KKT du probleme de barriere (PPLy) @z}, est solution de (PPLpu) si et seulement si, il existe
A € R™ tel que

Az, =b
Xi(ATA—¢) +pe=0

ot X} = diag((z};)1,. -, (2})n)-

On peut alors utiliser le vecteur de résidus
T = Xk(AT)\k — C) + ue

comme base d'un critere d’arrét : I'algorithme s’arréte quand |[|rg||, passe sous un certain seuil
donné a priori — et quand . est assez proche de zéro.

Pour le deuxieme algorithme primal-dual, on utilise un critere d’arrét tres classique : le duality
gap. On sait qu’une solution est optimale pour le primal et le dual en un point d’annulation du
duality gap. Pour le probleme initial (PPL) le duality gap est

<c,x> — <b, )\>.

Cette quantité est toujours positive pour des points = et A dans leurs ensemble de contraintes et
elle est nulle si et seulement si z est solution du primal et A\ est solution du dual.

Une idée naturelle est alors d’arréter 'algorithme quand le duality gap est proche de zéro.
Dans le cadre du deuxieme algorithme, on calcul par descente successive une approximation du
zéro de la fonction F), qui caractérise les conditions KKT du probléme de barriere. A I'optimal,

on a

<s,x> = <c — AT)\,$> = <c,x> — </\,A:1;> = <c,x> — <b,)\>
de plus <x, s> = nu. Donc nu est égal au duality gap a l'optimum. Un critere d’arrét est donc
donner par nu petit et <s, :c> — ny petit.
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