Conditions nécessaires d’optimalité pour les problemes
d’optimisation différentiables

Guillaume Lecué!

Soit U est un ouvert de R, f : U — R et ou K C U est un ensemble fermé de R™. On
s'intéresse aux deux problemes suivants :
— trouver une solution au probleme d’optimisation sans contrainte

ggIUl fx) (0.1)

— trouver une solution au probleme d’optimisation sous contrainte

min f(z). (0.2)

Dans ce cours, on traite seulement le cas ou f est différentiable et K est une contrainte définie
par des fonctions différentiables. C’est sous ces hypotheses de différentiation que les approxima-
tions locales de f et K sont les plus faciles a donner. Ce sont ces approximations locales qui nous
permettent de décrire la géométrie les problemes (0.1) et (0.2) en leur(s) solution(s). La descrip-
tion de cette géométrie permet ensuite d’identifier des conditions nécessaires satisfaites par la(les)
solution(s) a ces deux problemes.

Dans ce chapitre, on aborde d’abord la question de I’existence d’une solution aux problémes
(0.1) et (0.2). Ensuite, on identifie des conditions du premier ordre que les solutions de (0.1) et
(0.2) doivent nécessairement satisfaire. Ces conditions ne sont que nécessaires et non suffisantes
car, dans ce chapitre, on ne fait pas d’hypothese de convexité. Elles deviendront des CNS dans le
chapitre suivant si on suppose la convexité. Dans le cas du probleme d’optimisation sans contrainte
(0.1), on identifiera une condition du second ordre suffisante pour qu'un point soit un minimum
local.

Le but de ce chapitre est de rassembler tous les théorémes utiles en optimisation différentiable
(non nécessairement convexe) et la méthodologie associée pour les appliquer. On donnera les
preuves plus tard. On fera de méme pour les problemes d’optimisation différentiables et convexes.

1 Existence de solutions

On donne dans cette section quelques conditions suffisantes assurant I’existence d’au moins
une solution aux problemes (0.1) et (0.2). Les conditions présentées ici donnent des preuves
"directes’ d’existence d’une solution; elles n’utilisent pas d’argument de dualité pour démontrer
cette existence comme nous le verrons plus tard en dualité Lagrangienne. Ces conditions ’directes’
sont toutes dérivées du théoreme de Weierstrass que 1’on cherche a résoudre le probleme sous
contrainte ou sans contrainte. On rappelle maintenant ce résultat.
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Théoréme 1.1 (Théoréeme de Weierstrass) Soit Ky un compact non vide de R™ et f : Ky —
R une fonction continue sur Ko. Il existe z* € Ky tel que f(x*) = mingeg, f(z).

Preuve. On note par m = inf,ck, f(z) et (x,), C Ko une suite telle que f(x,) — m. Par
compacité, on peut extraire une sous-suite de (z,), qui converge dans Ky : on note z,, — x*
quand n — 400 pour un certain z* € Kj et une certaine suite strictement croissante (¢y), C N.
Par continuité de f en z*, on a f(z,,) = f(z*) et comme (f(zy,))n est une sous-suite de la
suite (f(xn))n qui converge vers m, on a aussi f(z,,) — m et donc m = f(z*). On a donc bien
démontrer I'existence d’un certain z* € Ky pour lequel 'infimum est atteint en z*; autrement
dit min(f(z) : z € Ky) admet une solution. [ ]

Dans le théoreme de Weierstrass, on a besoin de définir la notion de continuité sur un ensemble
qui n’est pas ouvert. On peut le faire ici grace a une caractérisation séquentielle : on dit que
f: Ko — R est continue sur Ky quand pour tout zy € K et toute suite (x,), C Ky convergeante
vers xg on a (f(zn))n qui converge vers f(x*). Par ailleurs, dans le théoreme de Weierstrass, il
est demandé que Ky soit un compact de R™. En particulier, si U C R" est un ouvert et que K
est borné et fermé relativement a U alors cela ne fait pas de K un compact de R™. Par exemple,
K = {(z,y) €]0,1[>: z+y = 1} est un borné de R? qui est relativement fermé dans U :=]0, 1[% (en
tant qu’image réciproque de {1} par I'application continue (z,y) €]0, 1[>— z+y) mais ce n’est pas
un compact de R? vu que (1—1/n,1/n),, est une suite de K qui converge hors de K. Néanmoins,
K':={(x,y) €[0,1]? : x +y = 1} lui est bien un compact de R? (c’est un ensemble borné qui est
fermé en tant qu’intersection de [0,1]% et de I'image réciproque de {1} par (z,y) € R? = x +y
qui sont tous les deux des fermés de R?). En particulier, si f : R? — R est une fonction continue,
on pourra montrer 'existence d’une solution au probléme min(f(x) : © € K') grace au Théoréme
de Weierstrass mais pour le probleme min(f(x) : € K), on ne peut pas appliquer directement
le théoreme de Weierstrass pour en déduire ’existence d’une solution; on a besoin d’hypotheses
supplémentaire sur le comportement de f sur le bord de son espace de définition.

La principale propriété de f portant sur son comportement sur le bord de son ensemble de
définition que nous regarderons est celle de coercitivité. Pour introduire cette notion, on rappelle
d’abord que si U est un sous-ensemble de R” alors le bord de U est OU = U \U ott U est la
fermeture de U dans R™ et U est lintérieur de U dans R™ (c’est respectivement le plus petit fermé
contenant U et le plus grand ouvert contenu dans U). Quand U est un ouvert de R™ alors son
bord est OU = U\U. Par exemple, quand U = R" alors son bord est vide et quand U = R% xR,
on a 9U = {0} x R.

Définition 1.2 Soit U un ouvert de R™. Une fonction f : U — R est dite coercive sur U quand

lim ) =400 et lim x) = 400 1.1
ze€U:x—0U f( ) zeU:||z||—+o0 f( ) ( )
ot ||-|| est une norme sur R™ (on peut prendre n’importe quelle norme vu qu’elles sont toutes

équivalentes en dimension finie).

Le théoreme de Weierstrass est le théoreme d’existence de base qui va nous servir a démontrer
Pexistence d’une solution aux deux problemes (0.1) et (0.2) dans cette section. La propriété de
coercitivité nous servira a se ramener a un cadre d’application de ce théoreme. On commence par
étudier le probleme d’existence de solutions au probleme sous contrainte (0.2).

Conditions d’existence d’une solution au probléeme sous contrainte (0.2). On rassemble
dans le théoreme suivant les principaux résultats qu’on peut utiliser pour démontrer ’existence



d’une solution au probléeme (0.2). On rappelle d’abord la différence entre un ensemble fermé de
R™ et un ensemble fermé relativement dans U. Par exemple, pour une caractérisation séquentielle
de la notion de fermé, dans le premier cas, K est un ensemble fermé de R™ quand pour toute
suite (z,,)n, C K convergeant vers un élément z* € R™ on a 2* € K alors que dans le deuxieme
cas, on dit que K est fermé relativement a U quand pour toute suite (x,), C K convergeant
vers un élément z* € U on a 2* € K. Par exemple, {(z,y) €]0,1[*: 2 +y = 1} est fermé
relativement & U =]0, 1[2 mais n’est pas fermé dans R2. La plupart du temps, les contraintes que
nous considérerons seront relativement fermées par rapport a U en tant qu’intersection d’images
réciproques de fermés par des fonctions continues sur U, il est donc utile de bien comprendre
cette notion.

Théoréeme 1.3 Soit f : U — R une fonction continue sur un ouwvert U de R™ et K un sous-
ensemble non vide de U. Le probléme (0.2) admet (au moins) une solution si l'une des conditions
sutvantes est vérifiée :
a) K est un ensemble compact de R™
b) f est telle que limyep |g)—o0 f(2) = 400 (0u [|-]| est une norme sur R") et K est un
sous-ensemble fermé de R™.
c) f est coercive sur U et K est relativement fermé dans U.

Preuve. Preuve de a). Comme K C U et que f est continue sur U elle est en particulier continue
sur K. Alors f est une fonction continue sur le compact K de R™ et donc min(f(z) : z € K)
admet au moins une solution d’apres le théoreme de Weierstrass.

Preuve de b).

Soit zp € K. On définit m = f(x¢)

Ko={zeK: f(x)<m}=Kn{zxeU: f(z) <m}

Comme f est telle que lim ey |4|—o0 f(T) = 400, on a que Ky est borné : en effet, si ce
n’était pas le cas on aurait (z,), C Ko C U telle que ||z,| — oo et donc f(x,) — oo or pour
tout n, f(x,) < m, ce qui constitue une contradiction et donc Ky est bien borné.

Comme f est continue et K est fermé dans R, on montre que Kg est un ensemble fermé de
R™. En effet, soit (zy,), C Ko une suite convergente vers un certain z* € R". Comme (z,), C K
et que K est fermé dans R, on a * € K. On a aussi 2* € U vu que K C U et comme pour tout
n, f(xz,) < m et que f est continue sur U et donc en z*, par passage a la limite, on a f(z*) < m.
On en déduit que x* € K.

Ainsi K est un fermé borné de R", il est donc compact dans R". Il est aussi non vide vu
que xg € Ky. Par ailleurs, Ky C U et donc par Weierstrass, f est continue sur le compact et
donc atteint son infimum sur Ky, cad inf,ecx, f(x) admet une solution. On note z* € Ky tel que
f(z*) = infzek, f(x). Montrons que z* atteint aussi le minimum de f sur K. Soit x € K. Si
x € Ko, on a bien f(z*) < f(x) par définition de x*. Si x ¢ Ky alors f(z) > m+ 1> f(z*) par
construction de Ky et de x*.

Preuve de c). Soit zg € K. On pose Koy = {z € K : f(x) < f(xo)}. Montrons que Kj est un
compact de R™. On voit que Ky est borné sinon il y aurait une suite (z)r C K C U telle que
xp — +oo et f(xg) < f(xo) ce qui n’est pas possible vu que f est coercive. On voit que K est
fermé dans R"™. En effet, soit (x)r C Ko une suite qui converge vers z* € R™, on montre que
r* € K. On montre d’abord que 2* € U. On a (), C U alors 2* € U. Si on avait 2* € U
alors x,, — OU donc f(x,) — +oo par coercivité de f or pour tout n, f(z,) < f(xzg), ce n’est
donc pas possible donc z* ¢ U et donc z* € U (vu que z* € U = U U U et z* ¢ 9U). Alors
(zx )k est une suite de K qui converge vers z* € U et comme K est relativement fermé dans U,



on a que z* € K. On a par continuité de f en z* que f(z,) — f(z*) et comme f(x,) < f(xo)
pour tout n, en passant a la limite, on en déduit que f(z*) < ¢. Donc z* € Ky et donc Ky est
bien fermé. Alors K est un compact non vide de R™ sur lequel f est continue. Par Weierstrass, il
existe z* € Ky tel que f(z*) = inf(f(x) : x € Ky). Montrons que z* est bien solution du probleme
(0.2). Soit x € K. Si x € Ky alors on a bien f(z*) < f(z) par définition de x* sinon f(z) > f(xq)
et donc f(z) > f(z*) vu que f(z*) < f(z¢). On a donc bien pour tout = € K, f(z) > f(a*) et
x* € K, donc x* est solution de (0.2). ]

On donne maintenant un exemple ou 'hypotheése f(z) — +oco quand [|z|| — +oo du Théo-
reme 1.3 est vérifiée pour U = R"™.

Exemple 1.4 Soit A € R™"™ une matrice symétriqgue, b € R™ et ¢ € R. Soit f : x € R" —
c+(bx)+ T Az. Si A est définie positive alors limy 4, 500 f (@) = +00.

En effet, on considére la décomposition en valeur singuliére (SVD) de A donnée par A =
PDPT ou P € O(n) (ot O(n) est le groupe des matrices orthogonales, i.e. telles que PPT =
PP =1, et I, est la matrice identité de R™*") et D = diag(A1,...,An) 0 AL > -+ > Ay >0
(on a Ay, > 0 car on a supposé que A est définie positive). On a

2
J@) = |P2PTa|_+ (Pa,Pb) + e = An | Pal3 = 1By |1 Pally + 2 An ol = 6]y lall, + ¢

car v Dv > X\, |[v]|3,Yv € R™ et |(Pz, Pb)| < ||Pzl|y ||Pblly par Cauchy-Schwarz. On en déduit
que limyj,, o0 f(2) = +00.

On utilise ici la SVD de A mais comme A est symétrique définie positive c’est la méme
décomposition que la décomposition en wvaleurs propres. D’un maniére générale, la SVD d’une
matrice quelconque M s’écrit M = ULV ot U et V sont des matrices orthogonales et ¥ est une
matrice diagonale dont la diagonale est faite des valeurs singuliéres de M (cad les racines carrées
des valeurs propres de MMT). Quand M est symétrique, on sait en plus que pour sa SVD on
aU = [ur]| - |uy] et V= [v1]---|vp] 00 u; = v; quand A\; = o; et u; = —v; quand \j = —o;
(ot A; est la i-éme valeur propre de M rangées en ordre décroissant selon leur valeur absolues
et o; est sa i-eme valeur singuliére rangées en ordre décroissant). Sur un exemple, la SVD et la
décomposition en valeur propres sont respectivement données dans l’exemple suivant par

6666666 DG e

Dans ce cas, la SVD et la décomposition en valeurs propres de la matrice symétrique ((1) _01) ne

sont pas identiques car cette matrice n’est pas positive. Elle admet 1 et —1 pour valeurs propres
et 1 de multiplicité 2 pour valeurs singuliéres.

Conditions d’existence d’une solution au probléme sans contrainte (0.2) On passe
maintenant a un résultat d’existence de solution pour le probleme sans contrainte (0.1). En
inspectant la preuve du Théoréme 1.3, on voit que le point clef de la preuve est de montrer qu’un
ensemble de la forme {x € K : f(x) < m} pour un certain m est compact non vide. C’est sur
cet ensemble qu’on applique le Théoreme de Weierstrass. On va mettre en avant cette idée aussi
présente pour les problemes sans contrainte de la forme (0.1) dans le résultat suivant.

Théoréme 1.5 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R. On suppose qu’il eziste ¢ tel que {x €
U: f(z) <c} est un ensemble non vide et compact de R™. Alors le probléme d’optimisation sans
contrainte (0.1) admet une solution.



Preuve. On note Ko = {z € U : f(z) < ¢}. Comme K| est non vide et compact et que f
est continue sur Ky vu que Ko C U et que f est continue sur U, f atteint son minimum sur
Ky en un point z* € Ky. Montrons que z* est solution de mingcyy f(z). Soit € U. Si x € Ky
alors f(z*) < f(x) par minimalité de z* sur K;. Sinon f(z) > ¢ et comme z* € Kj, on a donc
f(x*) < cetdonc f(z*) < f(z). On a donc bien pour tout x € U, f(x) > f(x*) et aussi z* € K
alors * est un minimum de f sur U. [ |

Pour vérifier I'hypothese du Théoreme 1.5 qu’il existe ¢ tel que {z € U : f(z) < ¢} est un
ensemble non vide et compact de R", on peut utiliser la notion de coercitivité de la Definition 1.2
et obtenir le résultat d’existence suivant.

Proposition 1.6 Soit U un ouvert non vide de R™ et f : U — R une fonction continue. On
suppose que f est coercive sur U alors il existe ¢ tel que {x € U : f(x) < ¢} est un ensemble
non vide et compact de R™. Et donc, d’aprés le Théoréeme 1.5, le probleme d’optimisation sans
contrainte (0.1) admet (au moins) une solution.

Preuve. Comme U est non vide, il existe 29 € U. On pose ¢ = f(zg) et Ko = {z € U : f(z) < c}
qui est bien non vide vu que zy € Ky. Montrons que K est fermé. Soit (z,,), une suite de Ky
convergente ; on note z* sa limite. On veut montrer que x* € Ky. On montre d’abord que z* € U.
On a (z,), C U alors z* € U. Si on avait z* € 9U alors z,, — OU donc f(x,) — +oo par
coercivité de f or pour tout n, f(z,) < ¢, ce n’est donc pas possible donc z* ¢ 9U et donc z* € U
(vu que z* € U = OU U U pour Pouvert U et z* ¢ OU). Ainsi 2* € U et comme f est continue
sur U, f est continue en z* donc f(x,) — f(z*) et comme f(z,) < ¢ pour tout n, en passant a
la limite, on en déduit que f(z*) < c. Donc z* € Ky et donc Ky est bien fermé.

Montrons que Ky est borné. Si ce n’était pas le cas on aurait une suite (z,), C Ko telle que
|xn|| = +o00. Mais comme f est coercive, on a aussi f(x,) — 400 or ce n’est pas possible vu que
pour tout n, x, € 0 et donc f(x,) < c.

Donc Ky est un fermé borné de R™, ¢’est donc un compact de R™ (et non vide car g € A). m

On n’a traité dans cette section que le probleme d’existence d’une solution et non de son
unicité. En fait, on ne s’intéressera qu’assez peu & démontrer I'unicité d’une solution (méme si
sous une hypothese de convexité stricte de la fonction objectif, on aura cette propriété), car ce
qui nous intéresse, en premier lieu, c’est de caractériser et construire au moins une solution a un
probleme d’optimisation donné; et donc, pour ce faire, on a seulement besoin de connaitre son
existence.

2 Condition d’optimalité du premier ordre pour les problemes
d’optimisation sans contrainte
Si U est un ouvert de R™" et f : U — R, on dit que le probléme min ey f(x) est un probléme

d’optimisation sans contrainte car U est un ensemble ouvert. On n’a donc pas de probleme
d’atteinte de solution au bord.

Définition 2.1 Soit f: U — R ou U est un ouvert de R™. Soit * € R. On dit que

1. z* est un minimum local quand il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € U N Ba(x*,€),
f(z*) < f(x) ot on note Ba(x*,€) = {zx € R" : || — z*[|, < €}

2. on dit que =* est un minimum global quand pour tout x € U, f(x) > f(z*).



En particulier, un minimum global, cad une solution au probléme min(f(z) : x € U) est
forcément un minimum local. On donne dans le résultat suivant une condition nécessaire satisfaite
par les minima locaux.

Théoréme 2.2 Soit f : U — R ou U est un ouvert de R™. Soit a € U. On suppose que f est
différentiable en a. Si a est un minimum local de f sur U alors V f(a) = 0.

Preuve. On veut montrer que Vf(a) = 0 quand a est un minimum local de f. Pour cela, il
suffit de montrer que <Vf(a),v> = 0 pour tout v € R™. Soit v € R" tel que v # 0. Comme f est
différentiable en a, on a quand, ¢t — 0,

flattv) = fa) + (Vf(a), tv) + o). (2.1)

Or a est un minimum local donc il existe € > 0 tel que Ba(a,€) C U (car U est ouvert) et pour
tout y € Ba(a,€), f(y) > f(a). En particulier, pour tout 0 < ¢t <€/ ||v||y, on a f(a +tv) > f(a).
Alors quand t — 0 et 0 < t < ¢/|[v]|y, on a d’apres (2.1) que (Vf(a),tv) + o(t) > 0. Alors,
par linéarité, on a aussi (Vf(a),v) 4+ o(1) > 0 et donc (Vf(a),v) > 0 (par passage a la limite
quand ¢t — 0). Ceci étant vrai pour tout v € R™, on conclut que c’est aussi vrai pour —v alors
—(V f(a),v) >0 et donc (V f(a),v) = 0. ]

Remarque 2.3 La réciproque est fausse comme on peut le voir avec f : x € R — x3 qui est tel
que f'(0) = 0 mais 0 n’est pas un minimum local de f.

Définition 2.4 Soit U un ouvert de R"™ et f : U — R une fonction différentiable. Soit a € U.
On dit que a est un point critique de f quand V f(a) = 0.

Les points critiques jouent un role central en optimisation car d’apres le Théoreme 2.2, c’est
parmi eux qu’on doit chercher les solutions des problemes d’optimisation sans contrainte. La
condition “V f(z*) = 0” est une condition du premier ordre (car elle ne fait intervenir que le
gradient — qui donne 'approximation du premier ordre de f en z*) et c’est uniquement une
condition nécessaire (cad, si z* est solution de min f(z) alors nécessairement V f(z*) = 0). Cette
condition deviendra une CNS quand on supposera de plus que f est convexe.

3 Condition d’optimalité du second ordre pour les problemes
d’optimisation sans contrainte

Quand on cherche une solution a un probleme d’optimisation sans contrainte, on sait que
nécessairement, cette solution se trouve parmi les mimima locaux de f qui eux sont forcément
des points critiques : c’est la condition (nécessaire) du premier ordre donnée par le Théoreme 2.2.
Il se trouve qu’on peut trouver une condition suffisante pour qu’un point critique soit en fait
un minimum local. Pour cela, on regarde la forme quadratique qui approche le mieux f en un
point critique. L’idée est que si localement, f ressemble a un “bol” de sommet z* alors z* sera un
minimum local. On va caractériser cette forme en 'bol’ de f autour de z* grace a I’étude spectrale
de la Hessienne de f en z*.

On va donc introduire des conditions (portant sur le spectre) faisant apparaitre la matrice
Hessienne de f en x*. De telles conditions sont appelées des conditions du second ordre (car la
Hessienne donne les termes de second ordre dans le développement limité de f a l'odred 2 dans
les formules de Taylor).



On commence par rappeler ici, ce qu’on appelle “décomposition en valeur propre” d’une matrice
symétrique. On dit qu'une matrice A € R™" est symétrique quand A" = A. Une matrice
symétrique est dite positive quand pour tout x € R", <:U, Ax> > 0 et que A est définie positive
quand (z, Az) > 0 pour tout z € R"\{0}. On note

A > 0 quand A est positive et A >= 0 quand A est définie positive.

On sait que toute matrice symétrique a toutes ses valeurs propres qui sont réelles et qu’elle est
diagonalisable dans une base orthonormeée ; c’est le théoréme spectrale. En écriture matricielle,
cela signifie qu’il existe une matrice orthonormale P — c’est-a-dire telle que PPT = PTP = I,
— et une matrice diagonale D = diag(\1, ..., \,) telles que A = PDPT. Les éléments diagonaux
de D, notés ici Aj,...,\,, sont les valeurs propres de A (ce sont les racines du polyndme
caractéristique A — det(A — AI,,) de A comptées avec leur multiplicité) et les vecteurs colonne de
P = [p1] - |py] forme une base orthonormale de R™ de vecteurs propres de A (i.e. Ap; = \ip;, Vi =
1,...,n,ie. AP = PD ,ie. A= PDPT). Clest ce qu’on appelle aussi la décomposition en
valeurs propres de A. En particulier, en écrivant la décomposition en valeurs propres A =
PDPT, on voit que A > 0 (resp . A = 0) si et seulement si Aj > 0,5 =1,...,n (resp. \j >
0,7 =1,...,n). On sait d’apreés le Théoréme de Schwarz que la Hessienne d'une fonction C? est
symétrique. On va s’intéresser dans la suite & la décomposition en valeurs propres des matrices
Hessiennes d’une fonction pour caractériser ses minima locaux.

Avant celd, on insiste que comme V2 f n’est pas forcément positive, il y a une différence entre
sa SVD et sa décomposition en valeurs propres en général. En effet, quand A est (en plus d’étre
symétrique) positive, alors la décomposition en valeurs propres coincide avec la décomposition
en valeurs singuliéres (SVD). Les valeurs singuliéres d’une matrice (quelconque, pas forcément
symétrique) sont généralement notées oy, --- ,0,. Dans le cas o A > 0, les valeurs propres de A
sont égales a ces valeurs singulieres : \; = 04,7 = 1,...,n (on rappelle que les valeurs singulieres
de A sont les racines carrées des valeurs propres de AT A). Ce n’est pas le cas quand A est
seulement supposée symétrique (on renvoie a l'exemple de (1.2)) et donc dans ce cas la SVD et
la, décomposition en valeurs propres ne coincident pas.

La Hessiennes d’une fonction C? est symétrique mais n’est pas forcément positive. Néanmoins,
en un minimum local elle le devient et, de plus, si elle est définie positive en un point critique
alors ce point critique est un minimum local. C’est ce qui est écrit formellement dans le résultat
suivant.

Théoreme 3.1 Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — R une fonction de classe C2. Soit a € U.
On a les deuz propriétés suivantes :

(CN) Si a est un minimum local de f alors Vf(a) =0 et V2f(a) = 0

(CS) SiVf(a)=0 et V2f(a) = 0 alors a est un minimum local.

Preuve. On montre (CN). Soit a¢ un minimum local de f. On sait d’aprés la condition du
premier ordre que nécessairement V f(a) = 0. Par ailleurs, d’apres la formule de Taylor-Young,
on a, quand h — 0,

1
fla+h) = f(a) +(Vf(a).h) + 5h V> f(@)h+o(||All3). (3.1)
Mais V f(a) = 0 et a est un minimum local. Donc si on prends v € R™ alors pour un certain tg > 0,

on aura, pour 0 < t < tg et t — 0, 3(tv)V?f(a)(tv) + 0(Htv||§) > 0 c’est-a-dire v V2 f(a)v > 0.
Donc V2f(a) = 0.



On montre (CS). Comme V f(a) = 0, on a, d’apres la formule de Taylor, quand h — 0,

1 1/ h\' h
Flath)=1(@) = (V(a). W)-+Sh92 (@)hrol 1) = 113 (2 (i) 2@ () +o<1>>
2 2
(3.2)
Par ailleurs, v' V2f(a)v > 0 pour tout v € Sy~ ot Sy~ = {v € R" : |ju||, = 1} est la sphere
Euclidienne de R™. Or Sy ! est compact (c’est un fermé borné de R") et v — v V2f(x)v est
continue donc infves,j*l v V2f(z)v = o9 > 0. Alors d’apres (3.2), quand h — 0,

fla+h) = f(a) > ||n]3 (00/2 + o(1)).

Par définition de o(1), il existe € > 0 tel que pour tout h € R™ tel que ||h||, < €, ona |o(1)| < oo/4.
Alors, pour tout h € B2(0,¢), on a f(a+h)— f(a) > 0. Donc a est bien un minimum local de f.
|

Le théoréme 3.1 ne donne pas une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour qu’un point
soit un mimimum local mais seulement une condition nécessaire et une (autre) condition suffisante
qui ne coincident pas vu que I'une demande V2 f(a) = 0 alors que I'autre ne suppose que V2f(a) =
0. Les cas pathologiques ont lieu quand V2f(a) >= 0 mais pas V2f(a) = 0. Cest-a-dire quand
la plus petite valeur propre de V2f(a) est nulle. C’est-a-dire quand le noyau de V2 f(a) est non
trivial. Cela indique qu’il y a des directions ou la fonction f est “ localement plate”, c’est peut-étre
par exemple parce qu’elle croit et ensuite décroit en passant par a (on parle de point-selle dans
ce dernier cas et alors a¢ n’est ni un minimum ni un maximum local de f méme s’il est un point
critique).

Aucune des deux conditions “V f(a) = 0 et V2f(a) = 07 et “Vf(a) = 0 et V2f(a) = 0” est une
CNS pour avoir un minimum local. Pour la premiere condition, on a déja vu que f: x € R — 23
donne un contre-exemple (car f/(0) = 0 et f”(0) = 0 mais 0 n’est pas un minimum local de f) et
pour la deuxieme condition, on peut voir que f : z € R — z* a bien un minimum local en 0 mais

£7(0) = 0.

Remarque 3.2 En dimension n = 2, on peut caractériser le fait que V2f(a) = 0 ou V2f(a) = 0
a partir du caleul de la trace et du déterminant de V2 f(a). En effet, si on note par A1 et Ay les
2 waleurs propres de V2 f(a), on voit que det(V2f(a)) = M A2 et Tr(V2f(a)) = A\ + Aa. Comme
V2f(a) =0 (resp. V2f(a) = 0) si et seulement si A1, o > 0 (resp. A\, o > 0) et que A\i, Ay > 0
(resp. A1, A2 > 0) si et seulement si det(V2f(a)) > 0 et Tr(V2f(a)) > 0 (resp. det(V2f(a)) > 0
et Tr(V2f(a)) > 0), on obtient bien la caractérisation :

i) V2f(a) =0 si et seulement si det(V2f(a)) >0 et Tr(V2f(a)) >0

ii) V2f(a) = 0 si et seulement si det(V2f(a)) > 0 et Tr(V2f(a)) > 0
Ces derniéres conditions sur la trace et le déterminant de V2 f(a) peuvent s’écrire en fonction
des dérivées partielles d’ordre 2 de f :

det(V2f(a)) =rs —t* et Te(V2f(a)) =7 + s

ot r = 82f(a), s = 92 f(a) et t = 02, f(a). On peut déduire du Théoréme 3.1 que si Vf(a) =0
etr+s5>0etrs—t>>0 alors a est un minimum local de f.

Exemple : calcul de I’estimateur du maximum de vraisemblance pour des données
Gaussiennes. Pour tout ¢ > 0 et § € R, la densité d’'une variable Gaussienne sur R est donnée

par
1 (z —0)?
sz ER— A2
Pho T € o exp < 952




On se donne n points X1, ..., X, différents de R. Le probleme est de maximiser en (0, 0) € RxRY,
la fonction

n
(0.0)" = [T 0o (Xa). (33)
i=1
On montre que si X,, = (1/n) Y7 | X; est la moyenne empirique et 62 = (1/n) > 1 (X; — X,,)?
est la variance empirique alors

n

{(Xna&n)}: argmax H‘PG,U(Xi)'
(0,0)ERXR® 3=y

Preuve. On voit que maximiser (3.3) est équivalent & minimiser (6,0)" — — Yo log wg o (Xi)
(car t > 0 — —log(t) est décroissante). Par ailleurs, pour tout (6,0) € R x R* | on a
1 n
2
252 > (X —0)
i=1

— Y logpes(Xy) = 5 log(0?) + + 5 log(2m) = (1/2)(G(8, 0%) + nlog(2m))
=1

ou
n

1 2
G(0,v) = nlog(v) + ~ ;(XZ —0)%.
Il suffit alors de minimiser G sur (f,v) € U o U = R x R%..

Ezistence d’une solution : On voit que G est C* et coercive sur son domaine car si |6] — 400
ouv — 07 ou v — +o0 alors G(6,v) — +o0. Donc les ensembles de la forme {(,v) € R x R¥ :
G(0,v) < c} sont soit vides soit compacts. Alors G admet un minimum sur R x R} (d’apres la
Proposition 1.6).

Identification des points critiques : (8,v) € U est un point critique de G quand VG(0,v) = 0.

T vaen- (2600) < (LEEREY,)

Ainsi, VG(0,v) = 0 si et seulement si §# = X,, et v = 2. Donc G admet un unique point critique
sur U. Comme on sait que ming ey G(0,v) admet une solution c’est forcément (Xn,62). De
plus cette solution est unique (s’il y en avait une autre alors elle serait aussi point critique et vu
qu’il n’y a qu'un seul point critique, il ne peut pas y avoir une autre solution). On peut donc
s’arréter ici et conclure le résultat annoncé. Vérifions quand méme ce que nous dit la condition
du second ordre dans ce cas.

Condition du second ordre au point critique : On a

2n

2
VQG 07’1) = n v . 172 L
o ( ”% Yim(Xi—0) Tt v3 i1 (X — 9)2
et donc

_ n
V2G(Xn,&g)—<ﬂgz . | =0

On peut donc conclure par la condition du second ordre que le point critique (X,,,52) est un
minimum local. Pour montrer que ce minimum local est aussi un minimum global, on doit s’assurer
de l'existence d’un minimum global (ce qu’on a fait grace a la coercitivité de G) et donc par unicité
du point critique, on conclut que c’est un minimum global et donc une solution au probleme
ming e G(0,v). B

Finalement, le lien entre G et le probléeme initial donne que (X, d,) est 'unique solution au
probleme initial. [ |



4 Théoreme des extremas liés

Le but de cette section est de donner un premier exemple de théoreme d’optimisation sous
contrainte. Ici on souhaite donner une condition nécessaire au probleme d’optimisation

min f(x) (4.1)

zeK
ou f:U — R, U est un ouvert de R" et K est une contrainte de la forme
K={zeU:qi(z) ="+ =g(x) =0} (4.2)
pour gi,...,g- : U = R. Ici K est uniquement faite de r contraintes d’égalités. Par exemple, le
probleme min(2z + y : 2 4+ y? = 1) est un probléeme d’optimisation sous contrainte d’égalités (il

n’y en a qu'une seule ici).
Les solutions de (4.1) sont des minima globaux de f sur K. On précise ici cette notion.

Définition 4.1 Soit f : U — R ou U est un ouwvert de R™. Soit K C U un fermé de R™. Soit
x* € K. On dit que

1. x* est un minimum local de [ sur K quand il existe € > 0 tel que pour tout © €
K N By(x*€), f(z*) < f(x) ot on note Ba(z*,€) = {z € R" : ||z — z*||, <€}
2. on dit que z* est un minimum global de f sur K quand pour tout x € K, f(x) > f(x*).

On donne maintenant une condition suffisante pour qu’un point soit un minimum local de f
sur K.

Théoréme 4.2 (extrema liés / Lagrange) On suppose que f,gi,...,g, sont différentiables.
Soit a € K. On suppose que

(Vgi(a),...,Vgr(a)) est une famille libre de R". (4.3)
Si a est un minimum local de f sur K alors il existe des nombres réels A1,..., A\, tels que
Vf(a)+ )  AiVgi(a) = 0. (4.4)
i=1

Quelques commentaire sur le Théoréme des extrema liés :

1) Le Théoreme des extrema liés donne une condition nécessaire pour qu'un point soit un
minimum local de f sur K. Comme une solution au probléeme (4.1) est aussi un minimum local de
f sur K, toute solution du probleme (4.1) vérifie aussi la condition (4.4). On peut donc restreindre
lespace de recherche des solutions au probléeme (4.1) vérifiant (4.3) aux points vérifiant cette
condition (4.4) : Si a est une solution du probléme (4.1) et (Vgi(a),...,Vgr(a)) est une famille
libre de R™ alors il existe des nombres réels A1,..., A\ tels que

V(@) + > AiVgi(a) = 0.
=1

Cette derniere condition est nécessaire pour toute solution a au probleme (4.1) pour laquelle
(Vgi(a),...,Vgr(a)) est libre. Elle n’est pas suffisante en général. C’est 1’équivalent de la condi-
tion du premier ordre “si a est solution d’un probléme d’optimisation sans contrainte alors néces-
sairement c’est un point critique”.

2) Les théoremes en optimisation différentiable sous contraintes du premier ordre s’énoncent
presque toujours sous la méme forme :
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i) On commence par donner le cadre du probléeme en donnant les hypothese sur f et les
fonctions définissant la contrainte, ici, on a : “On suppose que f,g1,...,¢g, sont différen-
tiables.”. On est donc dans un probléme d’optimisation différentiable (OD). On sait alors
que les conditions qu’on obtiendra seront uniquement nécessaires mais pas suffisantes en
général. Elles le deviendront quand on supposera de plus la convexité (plus tard).

ii) On donne ensuite une hypothése de qualification de la contrainte au point a. Ici, pour
le théoreme des extrema liés cette condition est donnée en (4.3) : “(Vgi(a),..., Vg, (a))
est une famille libre de R™. ” On reviendra plus en détails (plus tard) sur la condition de
qualification et différentes conditions suffisantes qui 'impliquent.

iii) Finalement, on fini avec la condition KKT qui est ici donnée en (4.4) par : “il existe des
nombres réels A1, ..., A, tels que Vf(a)+ > ;_; AiVgi(a) =07

3) On verra la preuve du théoreme des extrema liés plus tard dans le cadre plus général du

théoreme de KKT.

Exemple : Trouver une solution au probleme

min (2z +y : 2?4y = 1). (4.5)

La fonction objectif est f : (z,y) € R? — 22 +y et la contrainte est K = {(x,y) € R? : g1(z,y) =
0} olt g1(z,y) = 2° +y* — 1.

Ezistence d’une solution : f est continue et K est compact donc d’apres Weierstrass, le pro-
bleme (4.5) admet une solution.

Qualification : K est définie par une seule contrainte d’égalité. Il suffit alors de vérifie que
(Vgi(z,y)) est libre pour assurer que K est qualifiée en (z,y) € K. Or une famille d’'un seul
vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non nul. Or Vg (z,y) = (2z,2y) # 0 pour tout
(z,y) € K. Donc K est bien qualifiée en tout point de K (autrement dit, K est qualifiée).

Condition KKT : D’apres le théoreme des extrema lié, si (x,y) € K est solution au probleme
(4.5) alors nécessairement il existe A; € R tel que Vf(z,y) + MiVgi(z,y) =0. On a

Vf(z,y) = ( f ) et Vgi(z, y) = ( ;Zj )

L’équation KKT s’écrit donc ici par : il existe A tel que

{ 2+ A22)=0
1+A2y)=0

en particulier, A # 0 et comme, par ailleurs, (z,y) € K (cad 2> +y? = 1), on obtient le systeme

suivant d’équations
2y==x
24y =1

qui a pour solutions (2,1)/v/5 et —(2,1)/4/5. On sait donc que les solutions de (4.5) sont parmi
ces deux points grace au théoreme des extrema liés (on a montré ici que K est qualifiée en chacun
de ses points). On calcul ensuite les valeurs prises par la fonction objectif en ces deux points
identifiés par la condition KKT :

F((2,1)/V5) = V5 et f(—(2,1)/V5) = —V/5.

Il n’y a donc qu’une seule solution au probléeme (4.5) qui est —(2,1)/v/5. [ ]
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5 Théoréme et conditions de KKT

Dans cette section, on donne le théoreme de KKT qui est une généralisation du théoreme
des extrema liés au cas d’un ensemble de contrainte K défini par des contraintes d’égalité et des
contraintes d’inégalité. C’est-a-dire on étudie les problemes de la forme

min f(x) (5.1)

zeK

ou f:U — R, U est un ouvert de R" et K est une contrainte de la forme
K= {x cu: @) % } (5.2)

pour ¢gi,...,¢gr : U — R définissant les contraintes d’égalités et hy,...,h; : U — R définissant les
contraintes d’inégalités.

>z
S
—
B
IA ]
o
=
&
IA

Théoréme 5.1 (Théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)) On suppose que les fonctions
f01,-..,9r, b1, ..., h sont différentiables. Soit a € K. On suppose que K est qualifice en a. Si a
est un minimum local de f restreint o K alors il existe A,..., A\ € R et p1,...,u; € R tels que :

a)
T l
Vf(a)+ Y AiVgi(a)+ Y pjVhi(a) =0
i=1 j=1

b) ;>0 pour tout j =1,...,1
c) pihj(a) =0 pour tout j =1,...,1.

Quelques commentaires sur le théoréeme de KKT :

0) Il faut absolument étre & l'aise avec les calculs de gradients pour pouvoir appliquer les
résultats en optimisation différentiable comme le théoreme de KKT. Pour cela, il n’y a pas d’autres
moyens que de s’entrainer pour mettre en oeuvre les méthodes de calculs de gradients (calculs
de dérivées partielles, calculs de développements limités au premier ordre et 'chain rule’ sont les
principaux outils dont on dispose pour faire des calculs de gradients).

1) L’hypothese “K est qualifiée en a” n’a pas encore été définie. On reviendra sur cette
hypothese plus tard. On donne ci-dessous deux conditions suffisantes assurant la qualification
d’une contrainte en un de ses points.

Définition 5.2 On dit que la contrainte K définie en (5.2) satisfait la condition de Mangasarian-
Fromowitz en un point a € K quand :
i) la famille (Vgi(a),...,Vgr(a)) est une famille libre de vecteurs de R™
ii) On note J(a) ={j € {1,...,1} : hj(a) = 0}. Si J(a) # 0 alors il existe un v € R™ tel que
1) (Vgi(a),v) =0 pour tout i = 1,...,7 et 2) (Vh;(a),v) <0 pour tout j € J(a).

Le résultat suivant dit que la condition de Mangasarian-Fromovitz en a implique la qualifi-
cation en a. On ne montre pas ce résultat pour le moment, étant donné qu’on n’a pas encore
défini formellement la qualification d’une contrainte (car elle fait intervenir des outils qu’on n’a
pas encore vu et qui ne sont pas nécessaires pour l'application pratique de KKT).

Proposition 5.3 Soit K la contrainte définie en (5.2). Soit a € K. On suppose que K satisfait
la condition de Mangasarian-Fromovitz en a. Alors K est qualifiée en a.

12



Il suffit alors de vérifier la condition de Mangasarian-Fromovitz pour assurer la qualification
de K en a et ainsi de pouvoir appliquer le théoreme de KKT. On voit que la condition de
Mangasarian-Fromovitz coincide avec la condition de qualification du théoréme des extrema liés
dans le cas ou K est seulement définie a partir de contraintes d’égalités. Il existe (plein) d’autres
conditions impliquant la qualification d’une contrainte. On en donne une autre maintenant qui
est assez utile, par exemple, en programmation linéaire.

Définition 5.4 On dit que la contrainte K définie en (5.2) satisfait la condition QC-A (cad
qualification contraintes affines) en un point a € K quand :

i) (9i)i—1 et (hj)jei(a) sont affines dans un voisinage ouvert de a,

ii) (hj)j¢s(a) sont continues en a (en (OD) cette condition est toujours vraie)
ou on rappelle que J(a) = {j € {1,...,l} : hj(a) = 0} (c’est l'ensemble des contraintes (d’inéga-
lités) actives en a).

Tout comme la condition de Mangasarian-Fromovitz, la condition QC-A est suffisante pour
assurer la qualification en un point.

Proposition 5.5 Soit K la contrainte définie en (5.2). Soit a € K. On suppose que K satisfait
la condition QC-A en a. Alors K est qualifiée en a.

Nous reviendrons plus en détails dans les sections suivantes sur les problemes de qualification
de contrainte.
2) Les trois conditions a), b) et ¢) du théoreme 5.1 sont appelées les “conditions KKT”.

Définition 5.6 Soit K une contrainte définie comme dans (5.2) et a € K. On dit que a vérifie
les conditions KKT quand il existe A\1,...,A\r €ER et p1,...,u € R tels que :

a)

+ZAng +ZMJVh =0

b) ;>0 pour tout j =1,...,1

c) pihj(a) =0 pour tout j =1,...,1.
La condition b) est appelée condition de dual feasability et la condition c) est appelée comple-
mentary condition.

De méme que le théoreme des extrema liés, le théoreme de KKT donne une condition nécessaire
pour qu’un point a soit solution de (5.1). En effet, si a € K est tel que K est qualifié en a et a est
solution de (5.1) alors nécessairement a vérifie les conditions KKT. La réciproque n’est pas vraie.
3) Il y a une dissymétrie entre les contraintes d’égalités et celles d’inégalités dans le théoreme
de KKT. Les conditions b) et ¢) de la Définition 5.6 ne parlent que des contraintes d’inégalités
et de leurs coeflicients associés pq, ..., ;. Cela peut se comprendre géométriquement car pour
les contraintes d’inégalités, on sait que sur le bord de K, le gradient des h; sort forcément de
la contrainte, on a donc une information supplémentaire sur la direction des gradients des h; au
point de contact z* quand il est sur un bord de K tel que h;(z*) = 0. Cela peut expliquer la
condition b). Pour la condition ¢), on peut aussi voir que les contraintes non actives en z* — cad
les h; tels que h;(z*) < 0 — n’entrent pas dans la description locale de K en z*. Alors, pour ces
contraintes non actives on a p; = 0 et donc pjhj(z*) = 0. Pour les contraintes actives, cad celles
telles que hj(z*) = 0, on a aussi p;hj(z*) = 0. On a donc bien dans les deux cas pjhj(z*) = 0.
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Méthodologie pour la résolution d’un probléme d’optimisation différentiable grace
au Théoréme de KKT : On peut systématiser I’application du théoreme de KKT pour la
résolution de problémes sous contrainte de la forme (5.1). On donne ici les étapes :

0) On vérifie que les fonctions f, gi1,...,gr, hi1,...,h; sont bien différentiables.

1) On donne une preuve de I’existence d’une solution (par exemple, par Weiertsrass ou coer-

civité)

2) On cherche les points de K ou la contrainte n’y est pas qualifiée. On note par E; C K cet

ensemble.

3) On cherche les points de K vérifiant la condition KKT. On note par Eo C K cet ensemble.

4) Par le théoreme de KKT, si (5.1) a une solution alors nécessairement elle est dans Fy U Es.

5) On évalue f en tous les points de Fj U Es pour identifier celui ou ceux qui minimisent f.

Cette méthodologie montre qu’on peut tres bien appliquer KKT sans connaitre sa démonstra-
tion et méme sans vraiment comprendre ce théoreme. On peut “bachoter” sur KKT pour savoir
I’appliquer de maniere systématique. C’est I’objectif de cette section que d’extraire une méthode
d’application de KKT. La compréhension de KKT nécessite des outils de géométrie différentielle
qu’on introduira plus tard. Ces outils nous permettrons de donner une approximation locale de
K et, conjointement avec les outils d’approximation locale de f (vus au chapitre précédent),
on pourra décrire les phénoménes mis en jeu en x*, une solution d’un probleme de la forme
minger f(x).

On propose maintenant de donner un exemple d’application de KKT suivant la méthodologie
ci-dessus. On encourage le lecteur a “s’entrainer” a appliquer le théoreme de KKT sur d’autres
exemples.

Exemple : Trouver les solutions au probleme d’optimisation sous contrainte

min(:r—l—2y+3,z:x2+y2+z2:1;x+y+z§0). (5.3)

On pose des notations afin d’identifier la fonction objectif et la contrainte : pour tout (z,y, z) €

R3,
f(x,y,2) =2+ 2y + 32 01(2,y,2) =22 +y> + 22— Let hi(v,y,2) =z +y+ 2.
La fonction objectif est donnée par f et la contrainte est K = {a € R? : g1(a) = 0, h1(a) < 0}.

0) Les fonctions f, g1 et hy sont de classe C! car ce sont des polynémes de R3.

1) K est un compact (en tant qu'intersection des deux fermés g;*({0}) et hy*(] — 00,0]) — en
tant qu’image réciproque d’un fermé par une application continue — dont I'un est borné) et f est
continue donc (5.3) admet au moins une solution par Weierstrass.

2) Soit a = (z,y,2) € K. Etudions la qualification de K en a. On peut par exemple vérifier
la condition de Mangasarian-Fromovitz. On a Vgi(a) = (22,2y,2z) # 0 car a € K et donc
(Vgi(a)) est libre — donc la premiere condition de Mangasarian-Fromovitz est satisfaite. Passons
a la deuxieme condition : on rappelle que J(a) = {j : hj(a) = 0}. Si J(a) = 0 alors la deuxieme
condition de Mangasarian-Fromovitz est vérifiée. Sinon J(a) # () et comme il n’y a qu’une seule
contrainte d’inégalité, on a forcément J(a) = {1} et donc hi(a) = 0, cad = + y + z = 0. Pour
v=(-1,-1,-1), on a

(Vgi(a),v) = =2(x +y+2z) =0 et (Vhi(a),v) = -3 <0.

Donc la deuxieme condition de Mangasarian-Fromovitz est vérifiée dans tous les cas. On en déduit
que K est qualifiée en a et comme ceci est vraie pour tout a € K, on a montré que K est qualifiée.
Autrement dit, 'ensemble E; introduit dans la méthodologie ci-dessus est vide.
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3) On cherche les points a = (x,y, z) € K vérifiant les conditions KKT. Soit a = (z,y,2) € K.
Si a vérifie les conditions KKT alors il existe A1, u1 € R tels que

a)

1 2x 1 0
2 |+l 2y | +m1 1 = 0
3 2z 1 0

b) 1 >0
c) prhi(a) =0.
En ajoutant la contrainte que a € K aux conditions KKT, on veut résoudre le systeme d’équations

suivant :
( 1+2Mx+w =0
24+2My+p =0
3+2Mz+u =0
M1 >0
piz+y+z) =0
Yy 4z
rT+y+z <0

On a forcément A; # 0 car u; > 0 et sinon les 3 premieres équations ne pourraient pas étre
vérifiées. On a alors en réécrivant ces 3 équations :

_ 1 _—/~L1—2€tz_—/i1—3

_ _ 5.4
IV 21 2 (5-4)

D’apres la complementary condition, on a py(x +y+ z) = 0. Mais d’apres (5.4),onax+y+z =
(—=3u1 — 6)/(2A1) donc p1(—3u; — 6) = 0 alors soit p3 = 0 soit u1 = —2 mais comme g > 0, on
a nécessairement p; = 0. Ainsi, dans (5.4), on obtient

—1 —2 -3

= — :71’) = —.
o YT oN P T o

et comme x? + y? + 22 = 1, on en déduit que \; € {£v/14/2}. Mais pour \; = —v/14/2, on a
x4y + 2z > 0 donc forcément A\; = v/14/2. Alors le seul point vérifiant la condition de KKT est

( -1 -2 -3 )T
V14 V14 V14)

5) Comme on sait que le probleme admet au moins une solution et qu’il n’y a qu’un seul
point vérifiant les conditions KKT et que la contrainte est qualifiée, c’est forcément cet unique

point qui est solution au probleme (5.1). Cette solution est unique vu qu’il n’y a qu’un seul point
satisfaisant KKT et aucun point de K en lequel K n’est pas qualifiée.
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