Dualité Lagrangienne

Guillaume Lecué!

Le but de cette section est de présenter une approche permettant de donner des informa-
tions supplémentaires sur les coefficients de Lagrange A1, ..., A, 1, ..., 4y apparaissant dans le
théoreme de KKT gréace a des résultats de dualité.

L’idée de I'approche par dualité Lagrangienne est de donner une minoration du probléme initial
ming f (qu’on appellera maintenant probléme primal) par un autre probleme, en général, plus
facile a résoudre. Tout ’enjeu en dualité Lagrangienne est alors de montrer que cette minoration
est exacte sous certaines conditions.

Pour fixer les idées, on donne maintenant la minoration du probléme primal car elle fait
apparaitre la fonction de Lagrange dont 1’étude est au centre de cette section. On considere alors
le probleme d’optimisation sous contrainte dans sa forme générale

min f(z) (0.1)

ol f:U — R, U est un ouvert de R" et K est une contrainte de la forme
K:{mGU: 91(7) %}

pour gi,...,¢, : U — R définissant les contraintes d’égalité et hy,...,h; : U — R définissant les
contraintes d’inégalité. On voit que pour tout z € K et tout (A, u) € R” x (R; )" on a
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En particulier, on a (pour tout (), ) € R x (Ry)!)

i > min L(x, (A =P(A
min f(z) 2 min Lz, (A, p)) == DA, 1)
(on minimise bien L£(-, (A, 1)) sur tout U alors que f n’est minimisée que sur K — on souhaite en
effet retrouver le probléme primal & gauche et un probléme non contraint (donc sensé étre plus
facile & résoudre) & droite). Ce dernier résultat étant vrai pour tout (X, u)) € R” x (R4)!, on peut
prendre le maximum a droite :

min f(z) > sup (A p). (0-2)
ek (M) ER" X (R )!

La fonction L est appelée fonction de Lagrange ou Lagrangien associé au probléme primal
(0.1). La fonction v est appelée fonction duale et le probleme qui cherche & la maximiser est
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appelé le probleme duale. L’objectif de cette section est d’identifier des situations ou le probleme
dual permet de résoudre le probléeme primal.

L’analyse précédente montre que le probleme dual peut toujours étre utilisé pour minorer le
probleme primal (et ceci sans aucune hypothese) — c’est ce qu’on appellera plus tard, la dualité
faible. Les situations qui nous intéressent sont celles pour lesquelles cette minoration est exacte,
c’est-a-dire quand

min f(e) = sup ().
vek (AH)ERT X (R)!

On parlera dans ce cas de dualité forte. On voit que cette égalité est en fait équivalente a avoir

min sup Lz, (A, p) = sup min L(x, (A, p)).
€U (A w)€RT % (R)! (A ) €RTx (Ry )1 T€U

C’est donc un probleme d’interversion de "min” et de ”sup” de la fonction de Lagrange qu’on va
chercher a résoudre. On cherchera donc a identifier les situations pour lesquelles cette interversion
est exacte. On s’intéresse donc aux propriétés de dualité forte de £ et aux problemes de mini-
maximisation de L. La section suivante étudie ces propriétés dans un cadre générale. On les
appliquera par la suite au cas particulier de la fonction de Lagrange pour en déduire des liens
entre probléeme primal et probleme dual. En particulier, ces liens nous seront utiles a la fois pour
déterminer des solutions au probleme primal a ’aide du probleme dual mais aussi pour construire
des algorithmes et des criteres d’arrét.

1 Problemes de mini-maximisation et points selles

Dans cette section, on donne des résultats généraux sur les problémes de mini-maximisation
et leurs solutions pour des fonctions £ a deux variables quelconques. On les appliquera par la
suite a la fonction de Lagrange en cas particulier.

Définition 1.1 Soient X et Y deux espaces. Soit L: X xY — R et (z*,y*) € X x Y. On dit
que (z*,y*) est un point-selle de L sur X xY quand pour tout (z,y) € X XY, on a

L(z"y) < L(a7%,y") < L(z,y7).

On peut par exemple voir que (0,0) est un point-selle de £ : (z,y) — 22 — y? + 2 car pour
tout (z,y) € R x R, on a £(0,y) < £(0,0) < L(z,0).
Déterminer les points-selle de la fonction de Lagrange associée a un probleme d’optimisation
sous contraintes nous sera utile pour résoudre ce probleme d’optimisation sous contraintes.
Dans cette section on va s’intéresser aux problemes de minimaximisation de £, cad aux pro-
blemes de la forme
21615 xlg)f{ﬁ(x,y) ou zlg“{ ?elllzﬁ(x7y)

On va identifier des conditions assurant que les deux probléemes sont en fait identiques.

Définition 1.2 Etant donnés X et Y deux espaces et L : X xY — R. On appelle fonction
primale la fonction ¢ : © € X — supyey L(7,y) (a4 valeurs +oo éventuellement). Le probleme
d’optimisation inf ¢ x ¢(x) est appelé probléme primal. De méme, la fonction duale est définie
par ¥ 1y € Y — infyex L(z,y) (a4 valeurs —oo éventuellement). Le probleme d’optimisation
sup,ey ¥ (y) est appelé probléme dual. Dans la fonction, (v,y) € X xY — L(x,y), la variable
x est appelée variable primale et la variable y est appelée variable duale.



Proposition 1.3 (dualité faible) Etant donnés X etY deuz espaces et £L: X xY — R. On
note ¢ la fonction primale et v la fonction duale. On a sup,ey ¥(y) < infrex p(7).

Preuve. On a pour tout z € X et y € Y, L(z,y) < sup ey L(z,y) et donc infrex L(z,y) <
infex supyey L£(x,y). Ceci étant vrai pour tout y, on obtient

sup inf L(z,y) < mf sup L(z,y)
yey T€X X yey

ce qui est, par définition de ¢ et ¢, équivalent a sup,cy ¥(y) < infrex ¢(). [
La Proposition (1.3) dit qu’on a toujours de la dualité faible :

Y* :=sup inf L(z,y) < inf sup L(z,y) =: ¢~ (1.1)
yeY zeX zeX yeyYy
Autrement dit ¢* — ¢p* > 0 et la quantité ¢* — y* est appelée duality gap. On va identifier des
situations ou 'inégalité inverse a aussi lieu dans (1.1), cad quand le duality gap est nul.

Définition 1.4 Le duality gap est ¢* — * > 0. Quand le duality gap est nul (cad quand
©* =1*), on dit qu’on a dualité forte.

Les trois propositions qui suivent vont établir des liens entre dualité forte, existence de points-
selle, solutions du probleme primal et solutions du probleme dual.

Proposition 1.5 Etant donnés X et Y deux ensembles, £L: X xY = R et (z*,y*) € X x Y. Il
y a équivalence entre les points suivants :
1) (z*,y*) est un point-selle de L sur X xY

2) o(x*) < Y(y*)
3) p(z*) = ¥(y*)
4) p(x*) = (y*) = L(2*,y")

Preuve. 1) = 2) Comme (x*,y*) est un point-selle de £, on a pour tout (z,y) € X x Y,
L(z*,y) < L(z*,y*) < L(x,y*). Ainsi en passant au sup sur y € Y a gauche et a l'inf sur z € X
a droite, on obtient

@(z*) =sup L(z",y) < L(z",y") < inf L(z,y") =P(y").
yey zeX

2) = 3) Par définition de ¢, on a pour tout z € X, p(z) > L(x,y) pour tout y € Y. En
particulier, pour y*, on a ¢(z) > L(z,y*). Alors en passant a I'inf sur z € X, on obtient

() > nf p(r) > gg;f(ﬁ(x,y*) =v(y").

Ainsi si on suppose que 2) est vraie, on a bien 3).
3) = 4) Par définition de ¢ et 1), on a toujours

o(z®) =sup L(z*,y) > L(z",y") > inf L(z,y") =Y(y").
yey zeX

Alors si on suppose que ¢(z*) = 1(y*), on en déduit bien qu’il n’y a que des égalités dans la suite
d’égalité ci-dessus et donc p(x*) = L(x*, y*) = ¥ (y*).
4) = 1) Par définition de ¢ et 1), on a pour tout x € X et y € Y,

L(z*,y) < (@) = L(z%,y") =4(y") < L(z,y7).
Donc (z*,y*) est bien un point selle de £ sur X x Y. [



Proposition 1.6 Etant donnés X et Y deuz ensembles, £L: X XY — R et (z*,y*) € X x Y. Il
y a équivalence entre les points suivants :
1) (z*,y*) est un point-selle de L sur X xY
5) x* atteint Uinfimum de ¢ sur X (cad z* est solution du probléme primal), y* atteint le
supremum de v surY (cady* est solution du probléeme dual) et p(z*) = Y (y*) = L(z*,y").

Preuve. 1) = 5) D’apres la Proposition 1.5, on sait que 1) implique 4) donc

inf p(z) < (%) = L(2%,y") = ¥(y") = supy(y). (1.2)
Te yey

Par ailleurs, la Proposition 1.3 dit qu’on a toujours de la dualité faible cad

su < inf o(x).
yegw(y) < inf o(z)

Ainsi, la dualité faible implique la suite d’égalités suivante dans (1.2)

Inf p(x) = (z") = L7 y7) =¥y7) = zlelgw(y)-
En particulier, inf,cx ¢(x) est atteint en z*, sup,cy ¥(y) est atteint en y* et p(z*) = L(z*,y") =
¥(y*). Donc 5) est vrai.
5) = 1) Comme 5) est plus fort que 4) dans la Proposition 1.5 et que 4) implique 1), on a
bien le résultat. [ |

Proposition 1.7 Etant donnés X etY deux espaces, L: X xY - Ret (z*,y*) e X xY. Il y
a équivalence entre les points sutvants :
1) (x*,y*) est un point-selle de L sur X xY
6) x* atteint Uinfimum de ¢ sur X (cad x* est solution du probléme primal), y* atteint le
supremum de ¢ sur'Y (cad y* est solution du probléme dual) et le duality gap est nul.

Preuve. D’apres la Proposition 1.3, on a toujours
su < inf ¢(x).
sup ¥(y) < inf o()

Ainsi, dire que le duality gap est nul est équivalent & dire que
inf o(z) < sup(y). (1.3)
zeX er

1) = 6) D’apres la Proposition 1.6, 1) implique 5), il reste donc seulement a montrer (1.3).
Par ailleurs, d’apres 5), infzex () est atteint par z* et sup,cy 9(y) est atteint par y*. On a
donc

inf p(z) = (") = P(y*) = sup Y (y).

zeX yEY

Donc (1.3) est satisfaite.
6) = 1) D’apres 6), on a

p(2") = inf () = supP(y) = d(y").
xre yey

Donc 3) est vrai et donc d’apres la Proposition 1.5, 1) est vrai. [ ]

La Proposition 1.7 permet donc d’assurer la dualité forte (cad un duality gap nul) quand il y
a un point-selle. La réciproque est aussi vraie si de plus le probleme primal et le probleme dual
ont une solution. Dans ce dernier cas, le couple formé par ces solutions est un point-selle.



2 Fonction de Lagrange

Dans cette section, on introduit une fonction associée a un probleme d’optimisation sous
contrainte, c’est la fonction de Lagrange qu’on a déja vu en début de chapitre. Il sera intéressant
de déterminer les points-selle de cette fonction pour résoudre le probleme d’optimisation initial.

On considere un probleme d’optimisation sous contrainte dans sa forme générale

min f(x) (2.1)

zeK

ou f:U — R, U est un ouvert de R” et K est une contrainte de la forme

arla) = = ga) =0
K:{%U' gi(@go,...,il(x)go} (2.2)

pour ¢gi,...,g, : U — R définissant les contraintes d’égalité et hy,...,h; : U — R définissant les
contraintes d’inégalité.

Définition 2.1 La fonction de Lagrange ou Lagrangien associé(e) au probleme d’optimisa-
tion sous contrainte (2.1) ou K est défini dans (2.2) est défini(e) par

E'{UX(RTX(RJr)l) — R
' (@, (A, 1)) = @)+ X Aigi() + o5 uihy ().

Les variables A € R™ et p € (Ry)! sont appelées les multiplicateurs de Lagrange.

Dans la suite, on étudie les points-selles de £. On montrera, en particulier, les liens entre
points-selles de L et les solutions au probléeme (2.1). On commence par identifier les fonctions
primales et duales associées a £ comme définie dans la section précédente.

La fonction primale associée a la fonction de Lagrange est donnée pour tout = € U par

flz) ifreK
+o0o0  otherwise.

o@)= s Ll ()= {

(A ) ER X (R )

La fonction primale ¢ de £ coincide donc avec f sur K et vaut +o0o en dehors de K. En particulier,
minimiser ¢ sur U est équivalent a minimiser f sur K et donc le probléme primal associé a la
fonction de Lagrange est exactement le probléme (2.1) qu’on souhaite résoudre.
Pour la fonction duale associée a L, on rappelle sa définition :
Y Op) €R X (Ry)! > inf £z, (A ) (2.3)

S

et le probleme dual associé est
sip Y ). (2.4)
(AR ERT X (Ry)!
Le probleme dual est un probléme d’optimisation sous-contrainte mais il a deux avantages :
1) la contrainte n’est faite que de [ contraintes d’inégalité qu’on peut écrire de maniére abrégée
par “u > 0”; c’est une contrainte “facile” car il est facile de projeter dessus (on reviendra
sur ce point plus tard lorsqu’on parlera de 1’algorithme de Uzawa)
2) la fonction duale est facile & maximiser car elle est concave.
Le probléeme duale est un probléeme d’optimisation convexe car c’est un probleme de
maximisation d’une fonction concave sur un ensemble convexe (qui est donc équivalent & un
probléeme de minimisation d’une fonction convexe sur un convexe). Ceci est vrai tout le temps,
sans aucune hypothese ni sur K ni sur f comme on le montre dans le résultat ci-dessous.



Proposition 2.2 La fonction duale v définie dans (2.3) est concave.

Preuve. Pour tout z € U, la fonction (A, u) € R" x (Ry)! — L(w, (A, i1)) est une fonction affine.
Ainsi, 1 est 'enveloppe inférieure d’une famille de fonction affine, elle est donc concave. En effet,
pour tout z € U, (Ao, po), (A1, 1) et « € [0,1], on a

£(z, a(ho, o) + (1 — @) (A, ) = Lz, (Mo, o)) + (1 = @)L(a, (A1, ar)).

On prend ensuite I'inf en x € U des deux cotés et comme 'inf d’une somme et plus grand que la
somme des infs on conclut. [ |

L’idée centrale de la dualité Lagrangienne est que le probléme dual (2.4) va nous aider a
résoudre le probléme primal qui est ici exactement le probleme d’optimisation (2.1) qu’on souhaite
résoudre. Le lien entre les solutions du probléeme dual et les solutions du probléeme primal se fait
grace aux points-selles de la fonction de Lagrange quand le duality gap est nul. Identifier les
situations ou le duality gap de la fonction de Lagrange est nul est donc une question centrale en
dualité Lagrangienne.

3 Points-selles et duality gap de la fonction de Lagrange

Dans cette section, on fait d’abord le lien entre des conditions proches de KKT (points i), ii)
et 1) ci-dessous) et l’existence d’un point-selle de la fonction de Lagrange (et donc de la dualité
forte et de solution primale et duale). Puis, en utilisant le lien entre points-selles de la fonction
de Lagrange et solution du probleme (2.1) on établit un lien entre solution du probleme dual et
solution du probleme (2.1) sous ’hypotheése que le duality gap est nul.

Théoréme 3.1 Soit (z*,(\*, u*)) € U x (R” x (Ry)Y). 1l y a équivalence entre :
1) (z*, (A", ")) est un point-selle de L (L étant la fonction de Lagrange de la Définition 2.1),
7) (x*, (\*, u*)) vérifie :
i) =¥ minimise v € U — L(-, (A", u*)) sur U,
i) r* € K,
ii1) pih;(x*) =0 pour tout j =1,...,1.

Preuve. 1) = 7) On suppose que (z*, (A", u*)) est un point-selle de £ alors pour tout =z € U et
(A, 1) €R™ x (Ry)!, on a

(a) (®)
L(® (A p) < L7 (A 07) < Lz, (A, p17))-

On déduit de (b) que z* minimise x € U — L(-, (A*, u*)) sur U. On déduit de (a) que

sup L2, (A, p) < L(2", (A", 1)) < 400
(M) ERT X (R4 )!

et donc z* € K, sinon on aurait sup(y ,yerrx(r, ) £(@*, (A, 1)) = +o0o. Il ne reste plus qu'a
démontrer la complementary condition : “,u;hj(a:*) =0 pour tout j =1,...,1.7
Comme z* € K, on peut réécrire (a) comme : pour tout p > 0,

l l
F@) +> nghi(@*) < fa*) + > uihy(z®).
s =1



Comme hj;(z*) < 0et u* >0, on a

z z
0= SUPZMjhj(x*) <> wih(a*) <0

et donc Y j=1 M;hj(z*) = 0, mais comme chaque terme de cette somme est négatif (car u; > 0 et
hj(z*) <0 vu que z* € K), chaque terme doit étre nul cad ujh;(z*) = 0 pour tout j =1,....1
7) = 1) Par hypothese, * minimise x € U — L(-, (\*, u*)) sur U donc pour tout z € U,

L™, (A" p7)) < Lz, (A, 17)-

Il reste donc & montrer que pour tout (A, i) € R” x (Ry)!, on a

L%, (A p)) < L7, (A7, 17)-

Comme z* € K, on a g;(z*) = 0 pour tout i = 1,...,7 et comme pjhj(z*) = 0 pour tout
j=1,...,1,0ona

!
L(z*, (N, u*) Z)\*gz )+ Zu;hj(af*) = f(a").
j=1

Par ailleurs, si (\, ) € R" x (R;)! on a \gi(z*) = 0 car 2* € K et p;hj(x*) <0 car pu; > 0 et
hj(xz*) <0 donc

L, o) = ) + Z Mgi(e) + 3 iy (a) < f(a*) = £(a*, (A, 1)),
j=1
On obtient donc bien que (z*, (A\*, u*)) est un point-selle de L. |

D’apres le Théoreme 3.1, il suffit de trouver un point (z*, (\*, u*)) satisfaisant i), ii) et i)
pour assurer ’existence d’un point-selle de £ et donc la dualité forte, une solution z* au probleme
primal et une solution (\*, u*) au probleme dual. Dans le cas de ’OCD, ces trois conditions sont
équivalentes aux conditions KKT car dans ce cadre L(-, (A*, u*)) est convexe et donc dire que
x* est un point critique (comme dans les conditions KKT) est équivalent a dire que c’est un
minimum (comme dans i)).

On fait finalement le lien entre solutions du probleme dual et solution du probléme primal
sous ’hypothese que le duality gap de la fonction de Lagrange est nul.

Théoréme 3.2 On suppose que le duality gap de la fonction de Lagrange est nul. Si (\*, u*) est
une solution du probléme dual (2.4) alors il y a équivalence entre :
8) x* est solution du probleme (2.1)
7) (x*, (N*, 1u*)) vérifie :
i) = minimise v € U — L(-, (A", u*)) sur U,
it) ¥ € K,
ii) pihj(z*) =0 pour tout j=1,...,1.

Preuve. D’apres le Théoreme 3.1, il y a équivalence entre 1) et 7). De plus, d’aprés la Pro-
position 1.7, il y a équivalence entre 1) et 6) : “x* atteint I'infimum de ¢ sur X, y* atteint le
supremum de ¥ sur Y et le duality gap est nul” qui, appliqué au cas particulier de la fonction
de Lagrange, s'énonce sous la forme : “z* est solution du probleme (2.1), (A*, u*) est solution du
probleme dual et le duality gap est nul”. Ainsi, si on suppose que (A*, ©*) est solution du probleme
dual et le duality gap est nul, on a bien équivalence entre 7) et 8). [ |



En conséquence, identifier les situations ou le duality gap de la fonction de Lagrange est nulle
permet de résoudre le probleme initial d’optimisation a partir du probleme dual. En effet, dans
ce cas (cad quand le duality gap est nul), on peut d’abord résoudre le probleme dual (qui a
des contraintes “faciles” et une fonction objectif concave & maximiser) : on obtient une solution
(A, 1*). A Paide de cette solution (A*, u*) (on peut ici prendre n’importe quelle solution au
probleme duale), on peut identifier toutes les solutions du probleme primal (c’est le probleme
qui nous intéresse), en résolvant le probléeme d’optimisation sans contrainte :“minimiser z € U —
L(z,(A*,p*)) sur U” et en ne gardant que le ou les solution(s) z* de ce probléeme pour laquelle
ou lesquelles on a z* € K et pih;(z*) =0,Vj =1,...,1.

4 Qualification de contrainte et dualité Lagrangienne

Dans la section précédente, on a vu que sous hypothese que le duality gap est nul, on peut
retrouver toutes les solution du probleme primal grace au probleme dual et en solutionnant un
probleme d’optimisation sans contrainte. Néanmoins, vérifier que le duality gap est nul peut étre
difficile (voir cependant les théoremes généraux a ce sujet en Section 9).

On peut simplifier cette approche en supposant la qualification de la contrainte. On peut en
effet faire un lien entre la qualification de contrainte et ’existence d’un point-selle de la fonction
de Lagrange (et donc d’un duality gap nul). On peut par exemple, montrer le théoréme suivant
grace au théoreme de KKT.

Théoréme 4.1 (Théoréme du point-selle) Soit 2* € U. On a :

1) Sl existe (X", u*) € R” x (Ry)! tel que (x*, (\*, u*)) est un point-selle de L alors x* est
solution de (2.1).

2) On suppose que U est un ouvert convexe et que les fonctions définissant les contraintes
sont telles que g, ..., gy sont affines et hy, ..., h; sont convexes. Si x* est solution de (2.1)
et que K est qualifiée en x* alors il existe (\*, u*) € R™ x (Ry)! tel que (x*, (\*, u*)) est
un point-selle de L.

Preuve. 1) = 2) On sait d’apres la Proposition 1.6 que si (*, (A\*, #*)) est un point-selle de £
alors z* est solution du probléme primal, donc du problémes (2.1) dans le cas de la fonction de
Lagrange (et aussi que (A", u*) est solution du probleme dual et le duality gap est nul).

2) = 1) D’apres le Théoreme de KKT, comme K est qualifiée en x* et que z* est solution de

(2.1), on sait qu’il existe (A*, u*) € R” x (Ry)! tel que V. L(z*, (A\*, u*)) =0 et pihj(z*) = 0 pour
tout j =1,...,1. Or sous les hypotheses que les g; sont affines et les h; sont convexes la fonction
x € U — L(x,(\,u*) est convexe et différentiable. Alors ses minima sur U sont exactement
ses points critiques. Or x* est un point critique de cette fonction (par KKT), donc #* minimise
x € U — L(x, (N, u*) sur U. Par ailleurs, * € K et, par KKT, on a ,u;'fhj(:r*) = 0 pour tout
j =1,...,1 donc la propriété 7) du Théoreme 3.1 est satisfaite et donc par le Théoreme 3.1,

(z*, (\*, u*)) est un point-selle de L. [ ]

Le théoreme du point-selle ne s’applique réellement bien (cad, sous hypothese de qualification,
on a une CNS “z* est solution de (2.1)” si et seulement si “il existe (A\*, u*) € R™ x (R4)! tel que
(x*, (A*, u*)) est un point-selle de L£”) que pour les problemes d’optimisation convexe différen-
tiable (OCD) qui sont des problemes d’optimisation sous contrainte de la forme mingex f(x)
ou f:U — R, U est un ouvert convexe de R"™ et K est une contrainte de la forme

K:{er: 91(2) %}
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ou les g1,...,g9, : U = R, définissant les contraintes d’égalité, sont des fonctions affines et les

hi,...,h; : U — R, définissant les contraintes d’inégalité, sont des fonctions convexes différentiables.
Pour les problemes d’OCD, la contrainte de qualification la plus utilisée est la contrainte de

Slater : on dit que K satisfait la condition de Slater quand il existe o € K tel que pour tout

j=1,...,,hj(zo) < 0. On a vu que cette condition implique que la contrainte K est qualifiée

(en tout point de K).

Remarque 4.2 On sait, d’aprés la Proposition 1.3, que si (z*,(\*,u*)) est un point-selle de
L alors nécessairement (\*, u*) est solution du probléme dual. On peut alors préciser dans le
théoréme du point-selle dans les deux points 1) et 2) que (XN*,u*) est une solution du probléeme

dual.

5 Conditions KKT et dualité Lagrangienne

On considere de nouveau le probleme d’optimisation différentiable sous contraintes (2.1).
Quand le duality gap est nul, on peut faire le lien entre 'optimalité pour les deux problemes
primal et dual et les conditions KKT. On rappelle ici les conditions KKT.

Définition 5.1 Soit f, (gl)l 1 (Nj)j=1,...1 : U = R des fonctions différentiables sur un ouvert
U de R™. On dit que ( (/\*,,u*)) satzsfazt les conditions KKT quand, pour K = {x e U :

gi(x) =0,Vi=1,...,r, ()gO,VJ—l LY
e Ketp >0 (KKT1)
Wihi(a*) = 0,¥j = 1,...,1 (KKT?2)
Vo L(z*, (N, 1)) =0 (KKT3)

La condition (KKT2) est appelée complementary slackness condition.

La premiere condition (KKT1) dit simplement que les éléments z* et (\*, u*) sont dans leur
ensemble de contraintes respectifs (pour le primal et le dual). La condition (KKT2) signifie que
soit h;(z*) = 0, cad la j-ieéme contrainte du probleme primal est saturée, soit la j-iéme contrainte
du probleme dual est saturée, cad ,u,; = 0. Finalement, la troisieme condition (KKT3) signifie que
x* est un point critique de L(-, (\*, u*)).

Théoréme 5.2 On considére le probléme d’optimisation sous contraintes (2.1) ou f, (¢:)i_q, (hj)é-:1
sont différentiables sur U. On a les résultats suivant :

1. sile duality gap de L est nul, si z* est une solution primale et si (\*, u*) est une solution
duale, alors (x*, (N\*, u*)) satisfait les conditions KKT.

2. si on suppose que (g;)i_; sont affines et que f et (hj)é~:1 sont convexes alors les conditions
KKT sont suffisantes : si (z*,(\*, u*)) satisfait KKT alors x* est solution du probléme
primal, (\*, u*) est solution du probléeme duale et le duality gap est nul.

Preuve. . On montre 1.. C’est une conséquence directe de la Proposition 1.7 et du Théoreme 3.1.
On a équivalence entre
6) x* minimise p sur U (ce qui équivaut a dire que z* est solution primale), (A\*, u*) maximise
¥ sur R” x (R1)! (ce qui équivaut & dire que (A\*, u*) est solution duale), le duality gap est
nul,



1) (z*, (\*, u*)) est un point-selle de L,
7) i) x* minimise L(-, (A", u*)) sur U
i) 2" € K
iil) pihj(z*) =0 pour tout j =1,...,1
Comme 1. est une réécriture de 6), on a 1. implique 7). Dans le cas différentiable, 7) implique les
conditions KKT vu que si * minimise £(-, (A", u*)) sur U alors nécessairement z* est un point
critique de L£(-, (A", u*)) cad Vo L(x*, (A", %)) = 0. Par ailleurs, d’apres 7), z* € K, pjhj(z*) =0
pour tout j = 1,...,r et par définition de (A*,u*) dans 1., on a pj > 0. Donc (z*, (A, u*))
satisfait KKT.

On démontre le deuxieme point 2. sous I’hypothese supplémentaire que f et (h;); sont convexes
et (g;); sont affines. Soit (z*, (\*, u*)) satisfaisant les conditions KKT. On a z* et (A*, u*) sont
dans les ensembles de contraintes du probleme primal et dual respectivement. Par ailleurs, comme
pt >0, LA p1*) = f()+ 2o Aai(t) —|—Z§:1 i1 (+) est convexe et comme V,L(z*, A, u*) =
0, * est un minimum de £(-,\*, u*) sur U (en optimisation convexe différentiable les points
critiques sont les extrema). Ainsi la condition i) de la condition 7) est satisfaite. Par ailleurs,
la condition (KKT1) assure que z* € K donc i) est aussi satisfaite. Finalement, la condition
(KKT3) implique la condition 4i) de la condition 7). Donc 7) est satisfaite et comme elle est
équivalente a 6), on obtient bien le résultat. [ |

Dans les deux conclusions suivantes, on combine les résultats du Théoreme 4.1 et du Théo-
reme 5.2.

Conclusion 1 : Pour les problémes d’optimisation conveze différentiables (OCD) (ou les
contraintes d’égalités (g;)i_, sont affines et f, (hj)é‘zl sont convezes et différentiables) les condi-
tions KKT sont nécessaires et suffisantes : il y a équivalence entre

1. le duality gap est nul, x* est solution primal et (\*,u*) est solution duale
2. (z*, (\*, u*)) vérifie les conditions KKT.

Dans ce cas, pour trouver une solution au probléeme primale, il suffit de trouver une solution duale
(N*, 1*) et de trouver un point x* tel que (x*, (A", u*)) vérifie les conditions KKT. La réciproque
n’est vrate que st on sait de plus que le duality gap est nul.

Conclusion 2 : Pour un probléme d’optimisation conveze différentiables (OCD) (ot les contraintes
d’égalités (g;);_; sont affines et f, (hj)é-zl sont convexes et différentiables) ayant une contrainte
qualifiée (par exemple en vérifiant la condition de Slater ou pour des contraintes affines), il y a

équivalence entre
1. x* est solution primal et (\*, u*) est solution duale
2. (z*, (A", u*)) vérifie les conditions KKT.

Dans ce cas, pour trouver toutes les solutions au probléme primale, il suffit de trouver une solution
duale (X*, u*) et de déterminer l’ensemble des points x* tels que (x*, (\*, u*)) vérifie les conditions
KKT.

On voit que dans la premiere conclusion, on n’a pas besoin de qualifier la contrainte : il suffit
de trouver une solution (A\*,u*) au probleme duale et de chercher un z* tel que (z*,(\*, u*))
vérifie KKT. Dans ce cas, on sait que x* est une solution du probleme primal. Néanmoins, si on
veut avoir toutes les solution du probleme primal, on a besoin d’une réciproque a cette approche;
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c’est la deuxieéme conclusion qui permet de le faire. Mais dans ce cas, on a besoin de ’hypothese
de qualification.

On peut tirer d’autres conclusions du Théoreme 5.2. Par exemple, du point 1. de ce théoreme,
on voit que si le duality gap est nul (c’est pas exemple le cas en (OCD) sous 'hypothese que A est
de rang r et la condition de Slater est vérifiée — voir Section ?7) et si (A*, u*) est une solution au
probléme dual alors toute solution z* du probléeme primal doit aussi satisfaire que (z*, (A*, u*))
satisfait les conditions KKT. En particulier, si L(-, (A*, x*)) admet un unique minimum sur U

alors soit ce minimum est dans K et u;hj (z*) = 0,7 = 1,...,1 et alors le primal admet une
unique solution donnée par z* soit ce minimum n’est pas dans K on ne vérifie pas ,u;*-hj(:n*) =
0,Vj =1,...,1 et dans ce cas, le primal n’a pas de solution.

6 Meéthodologie et exemple d’application de la dualité Lagran-
gienne

Les deux conclusions de la section précédente sont propices a une méthodologie d’application
de la dualité Lagrangienne. Cette méthodologie est aussi présentée dans le chapitres sur 'OCD
car c’est dans ce cadre que la dualité Lagrangienne s’applique le mieux (c’est aussi dans ce cadre
qu’ont été énoncées les deux conclusions précédentes). On donne maintenant la méthodologie
d’application de la deuxieme conclusion.

Méthodologie d’application de la dualité Lagrangienne en OCD sous 1’hypothése
de qualification. Sous hypothese de qualification de la contrainte (par Slater ou contraintes
affines par exemple), on peut appliquer la méthode suivante pour trouver toutes les solutions
d’un probleme d’OCD :

0) On vérifie que les fonctions f, hi, ..., h; sont bien convexes et différentiables.
2) On vérifie que la contrainte est qualifiée (Slater ou contraintes affines ou vérifiant Mangasarian-
Fromovitch)

3) On résout le probléme dual : on trouve une solution (A*, u*) au probleme dual

4) on cherche les z* € U tel que (z*, (\*, u*)) vérifie KKT (cad les z* tels que V,L(z*, (A*, u*)) =
0, 2" € K et u;hj(x*) = 0 pour tout j =1,...,1). On note par Fy C K cet ensemble.

5) Par dualité Lagrangienne (ici la conclusion 2 de la section précédente), I’ensemble des
solutions au probléeme minge i f(z) est donné exactement par Es. En effet, sous ’hypothese
de qualification, on sait que pour n’importe quelle solution (A*, u*) au probleme dual alors
(x*, (A*, u*)) vérifie KKT ssi z* est solution au probléeme primal.

On peut aussi énoncer une méthodologie d’application pour la premiere conclusion. Dans
ce cas, on n’a pas besoin de vérifier la qualification mais on doit trouver au moins un point
(z*, (\*, u*)) vérifiant KKT. C’est I’existence d'un tel point qui par la Conclusion 1 permet de
dire qu’on a dualité forte. Une fois qu’on a certifié la dualité forte (ici par 'existence d’un point
vérifiant KKT), on peut appliquer le théoréme 5.2 et donc avoir I’équivalence entre "z* est solution
primale et (A*, u*) est solution duale’ et *(z*, (\*, u*)) vérifiant KKT’. En particulier, il suffit de
trouver une solution (A*,yu*) au probleme duale et de chercher tous les z* tel que (z*, (A*, u*))
vérifie KKT pour avoir toutes les solutions au probleme. Cependant, si on ne trouve pas de point
(z*, (\*, u*)) vérifiant KKT cela ne signifie pas que le probleme primal n’a pas de solution car
il se peut que la contrainte ne soit pas qualifiée en un point z* qui serait solution du probléeme.
C’est cette situation que permet d’éviter I’hypothese de qualification quand elle est vérifiée.
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Méthodologie d’application de la dualité Lagrangienne en OCD sans qualification.
Sans hypothese de qualification de la contrainte, on peut appliquer la méthode suivante pour
trouver une ou des solutions d’un probleme d’OCD :

0) On vérifie que les fonctions f, hy, ..., h; sont bien convexes et différentiables.

3) On résout le probleme dual : on trouve une solution (\*, 4*) du probléme dual

4) on cherche des 2* € U tel que (z*, (\*, p*)) vérifie KKT (cad V,L(z*, (\*, pu*)) = 0,2 € K

et uihj(z*) =0 pour tout j =1,...,1). On note par E C K cet ensemble.

5b) Par dualité Lagrangienne (ici la conclusion 1 de la section précédente), les points de Eo

sont les solutions au probléeme mingc i f(x) (il ne peut pas y en avoir d’autre car 1’existence
d’un point (z*, (A*, u*)) vérifiant KKT a permit de certifier la dualité forte et donc toute
solution primale z* est telle que (z*, (A\*, u*)) vérifie KKT pour n’importe quelle solution
(\*, 1*) du duale).

Exemple : On considere M € R™*™ telle que M > 0 (cad M est symétrique définie positive),
g € R", A e R>*™ et b € RL On souhaite trouver les solutions au probleme

HEI]iRITlL <;<MZL',$> + <q, x> tAr 4+ b < 0> (6.1)

ol v < 0 pour v = (Uj)é‘:1 € R! quand v; < 0 pour tout j = 1,...,1.
1. Donner la fonction duale de (6.1) et formuler le probleme dual (D)

2. Caractériser les solutions de (D) par un systeme d’inéquations et d’équations linéaires et
quadratiques

3. donner une condition suffisante pour que (D) n’admette qu'une seule solution
4. si p* est solution de (D), donner les solutions de (6.1) en fonction de A*.
1. La fonction de Lagrange associée a (6.1) est

E‘{R"X(R+)l - R
' (x, 1) = f(z)+{p, H(z)) = 3(Mz,z) + {q,z) + {(p, Az + b)

pour f(z) = (Mz,z)+ (q,z) et H(z) = Az +b est a valeur vectorielle dans R". C’est-a-dire pour
tout € R" et 4 >0, on a

L(x,pn) = %<Mx,ac> + <q + AT,u,,ac> + <,u, b>.

La fonction duale est donnée par

. { (R+) — R
Y p = infpern (3(Ma,z) + (g+ ATp,x) + (1, b))

Or pour tout >0, L(-, p) : © — %<Ml‘, x> + <qqL ATp, 93> + <,u, b> est convexe (car sa Hessienne
est M = 0). Donc xj, minimise £(-, 1) sur R™ si et seulement si 2}, est un point critique de L£(-, u1)
cad V,L(x}, u) = 0. Mais comme V. L(z,u) = Mz +q + AT 1, on a nécessairement que

T, = ~M g+ ATp). (6.2)
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On a donc pour tout u > 0,

Y(u) = Lz, 1) = %(q + AT M g+ AT — (g + AT, Mg+ ATp)) + {u,b)

1
= g+ AT M~ g+ AT ) + (. b)

1 1
=5 AMTEA ) + (b= AM g, ) = (0, M~'q).

On retrouve bien le fait que la fonction duale 9 est concave (sa Hessienne est —AM ~*A < 0). Le
probleme dual est

max Y (u). (6.3)

n=>0
2) Comme % est concave les solutions de (6.3) sont donnés par la condition d’Euler /Pénao/Kantorovitch
en OCD : p* > 0 est solution de (6.3) si et seulement si Vi)(u*) € N(Ri)(:u*) ou N(RlJr)(/l/*) est le

cone normal & la contrainte (RY) en p*. On a

N(R{F)(M*) = Z aj(—ej) a1y ..., 2 0 (64)
JEJ (1)

ot (e1,...,e;) est la base canonique de R! et J(u*) = {j € {1,...,1}: p; =0} et
V() = —AM AT i + (b— AMq).

On peut caractériser les vecteurs qui appartiennent au cone normal (6.4) de la maniére sui-
vante : il y a équivalence entre

a) v € Nty (1)

b) —v e (RY) et (—v,u*) =0
En effet, si v € N(Ri)(u*) alors il existe a1,...,a; > 0 tels que v =3, ;(,») @j(—¢;). En particu-

lier, —v ="23"/c ;) A€ € (R) et

(—o,u)= " aju;=0

JEJ (1)

car pi = 0 pour tout j € J(u*). Réciproquement, on prends v € R! tel que —v € (Rﬂr) et
(—v,p*) = 0. On écrit v = Zé.:l vjej olt vj < 0 car —v € (R}). Par ailleurs, 0 = (v, p*) =
Zj¢ T(u*) v et comme les termes de cette somme sont tous négatifs car v; < 0 et pj <0, on a
donc forcément vjp; = 0 pour tout j ¢ J(u*) et comme p; <0, onawv; =0 pour tout p; <0.
On a donc bien v € N(JRQ)(:“*)-

En utilisant la caractérisation précédente des éléments de NV, (®L) (1*), on obtient que Vi (u*) €

N(]Rz+ y(1*) si et seulement si

AM7'A T — (b— AM™Yq) > 0 et (AMPATp* — (b— AM~'q), u*) = 0. (6.5)

Les solution du probléme dual (6.3) sont les solutions du systeme d’inéquations et d’équations
quadratiques et linéaires donné en (6.5).

3. Pour qu’une fonction concave admette un unique maximum il suffit que sa Hessienne soit
strictement négative cad ici que AM~1AT = 0. Dans ce cas, le systeme (6.5) admet une unique
solution.
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4. La fonction objective f est convexe et différentiable car c¢’est un polynoéme et sa Hessienne
est M > 0. La contrainte est faite uniquement de ! contraintes d’inégalités affines, elle est donc
qualifiée. Ainsi, par dualité Lagrangienne, si u* > 0 est une solution du probléeme dual (6.3), on
a équivalence entre :

1) z* est solution du probleme (6.1)

2) z* minimise £(-, p*) sur R" et pf(Az* +b); = 0 pour tout j =1,...,1.

On a déja vu en (6.2) que I'unique solution au probleme de minimisation de £(-, u*) sur R™ est
donnée par z;,. = —~M~Y(q+ AT p*). De plus, on a pour tout j = 1,...,1,

WAy +b); = =5 (AM T ATt — (b— AM ™' g));

qui est bien nul d’aprés (6.5) vu que (AM AT p*—(b—AM~1q)); > 0, uj; > Oet > i (AM AT —
(b— AM~'g)); = 0. Donc pour toute solution p* au probleme dual (cad vérifiant (6.5)), z%. est
solution du probleme (6.3) et toute solution de ce probléme s’écrit sous la forme zj. ou u* est
solution au probleme dual.

7 Interprétation géométrique des dualités faible et forte et Théo-
reme de Slater.

On considére ’ensemble
g= {(91(1?), T 79T(x)7h1(x)7 T 7hl(m)a f(x)) RS U} CR" xR xR.

La valeur optimale atteinte par le probléme primal, notée ¢* = min(f(z) : * € K), peut se
retrouver a l'aide de G car

@ =min (t: (u,v,t) € G,u=0,v<0).
On peut aussi retrouver la fonction duale & partir de G car pour tout (X, ) € R” x (R1)!, on a
(A, p) = inf <()\,,u, D (u,v,t) : (u,v,t) € g) .
En particulier, pour tout (u,v,t) € G, on a

A, 1) (w0, 8) = (A, 1) > 0. (7.1)

Ainsi, pour tout (A, u) € R x (R;)! tel que (A, u) est fini, la ligne de niveau 0 de la fonction

affine
(u,0,0) €R" X R xR — (A, 11, 1) T (u, 0,8) — (A, )

est un hyperplan supportant G (voir Figure 1).
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po +t=P(u)

FIGURE 1 — Etant donné un g > 0 et b € R, la droite {(v,t) : pv 4+t = b} a une pente
négative donnée par —p et un intercepte égal a b. Pour retrouver la fonction duale ¢ : p > 0 —
inf, e (f(x) + phi(x)), on fait diminuer b (et donc la droite {(v,t) : uv +t = b} est abaissée
parallelement & celle d’origine) jusqu’au point dernier point de contact avec G. On peut ensuite
voir la valeur de ¥ (u) comme étant l'intercept de cette derniere droite tangente & G et de pente

— 4.
On rappelle la définition d’un hyperplan supportant un ensemble.

Définition 7.1 Soit G un ensemble d’un espace de Hilbert H. Pour w € H et b € R, on dit que
{reH: <w,m> = b} est un hyperplan supportant G quand pour tout x € G, on a <w,m> > b.

Selon la Définition 7.1, {(u,v,t) : (A, 11, 1) T (u,v,t) —1(A, 1) = 0} est un hyperplan supportant
G. Par ailleurs, comme le vecteur normal (A, i, 1) de cet hyperplan a un coefficient égal & 1 en
derniere coordonnée, on dit que c’est un hyperplan supportant G non-vertical. Réciproquement, si
{(u,v,t) : (\, 11, 1) T (u,v,t) = b} est un hyperplan supportant G non-vertical alors nécessairement
b < (A, p) étant donné la définition de (N, ). Ainsi, {(u,v,t) : (A, 1, 1) T (u, v, t) — (X, ) = 0}
pour (X, ) € R” x (R,)! sont tous les hyperplans supportant G 'tangent’ & G en dessous de G
avec > 0 (cad avec des coefficients positifs sur les coordonnées de v).

Par ailleurs, 'hyperplan d’équation (X, 1, 1)T (u,v,t) — b(X\, 1) = 0 coupe le dernier axe des
coordonnées en t = (A, p). On peut donc retrouver (A, p) & partir cet hyperplan supportant G
qui lui est aussi tangent.
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FIGURE 2 — Interprétation géométrique de la dualité faible pour le probléme mingcy(f(x) :
hi(xz) < 0). La fonction duale ¢ : p > 0 — infyep(f(x) + phi(z)) se retrouve comme 9(p) =
inf(uv +t: (v,t) € G) et peut se lire sur l'axe des 't’ car u > 0 cad pour v = 0 dans I’hyperplan
v +t = (p). On retrouve la valeur optimale du probléeme primal ¢* = min(f(z) : hi(z) < 0)
comme ¢* = min(¢ : (¢,v) € G,v < 0) et la valeur optimale du probleme dual par ¢* = max(¢(u) :
w1 > 0). On peut ainsi visualiser la dualité faible sur cette figure : ¥* < ¢* (et ici un duality gap
" — " >0).

Application au Théoréme de Slater. On considére un probleme de type (OCD) ou on
rappelle que la contrainte est de la forme

K={zxeU:Az=bet hy(z) <0, -, y(z) <0} (7.2)

ou A € R"™™ et b € R". On rappelle que la contrainte K vérifie la condition de Slater quand il
existe xg € K tel que pour tout j =1,...,1, on a hj(zg) < 0.

Théoréme 7.2 (Théoréme de Slater) Soit K un contrainte en (OCD) de la forme (7.2) ou
A est de rang r. On suppose que K vérifie la condition de Slater alors il y a dualité forte. De plus
siinf(f(z) : x € K) est fini alors le probléme dual admet une solution.

Preuve. La preuve du Théoreme de Slater que nous donnons maintenant est basée sur un
argument géométrique de séparation de deux ensembles convexes disjoints dans Pespace R” x Rl xR
ou vit ’ensemble G qui a été introduit ci-dessus. Cet argument est similaire a celui que nous avons
démontré concernant la séparation stricte entre un convexe fermé non vide et un point qui lui est
extérieur. Ici on utilise le résultat suivant : si A et B sont deux ensembles convexes disjoints d’un
espace de Hilbert H de dimension finie alors il existe w € H\{0} et b € R tels que a) pour tout
T € A, <w, ac> +b < 0etb) pour tout x € B, <w, :):> +b > 0. Ce résultat est aussi appelé Théoreme
de Hahn-Banach géométrique.

On remarque que pour ¢* = mingecx f(2) on a soit p* = —oo ou ¢* est fini. Si * = —oc0
alors par dualité faible ¥* = max(¢)(A, p) : p > 0) vaut aussi —oo et donc * = ¢*, cad pas de
duality gap. On peut maintenant supposer que ¢* est fini.

16



Les deux ensembles que nous allons faire intervenir dans la preuve du théoreme de Slater
peuvent étre visualisés sur la Figure 3. Ils sont définis par

A= {(u,v,t) ER" xR xR : 3z € U, g;(x) = ui, hj(z) < wvj, f(z) < t}

et
B:{(O,O,S)GR”XRZXR:S<¢*}

ou on rappelle que ¢* = mingcx f(z). L'ensemble A peut étre vu comme un épigraphe de G sur
la fonction objectif et les contraintes d’inégalité.

FIGURE 3 — Preuve du théoreme de Slater via le théoreme de Hahn-Banach géométrique. Les
ensembles A et B sont séparés par 'hyperplan représenté par une ligne rouge. L’existence d’un
point g € K tel que hi(zp) < 0 (cad la condition de Slater) assure l'existence d’un hyperplan
séparateur non verticale entre A et B.

On montre que A et B sont convexes et disjoints. Il est clair que B est convexe. Pour
A, on prend (uj,v1,t1) et (ug,va,t2) deux points de A et 0 < a < 1. Il existe x1,22 € U tels
que G(z1) = ur, H(z1) < vy, f(z1) < t1 et G(xa) = ug, H(z2) < vy, f(x2) < t2 ol on note
G(x) = (9i(x)); et H(x) = (hj(z));. Par convexité de f,hy,---,h et affinité de g1,...,g9,, on a
Glar1+(1—a)z2) = aG(21)+(1—a)G(x2) = aus+(1—a)ug, H(az1+(1—a)z2) < avi+(1—a)ve
et f(ari+(l—a)xz) < at;+(1—a)te. Finalement, par convexité de U, on a que ax1+(1—a)ze € U
et donc a(uy,vi,t1) + (1 — a)(ug,ve,ta) € A. Par ailleurs, A et B sont bien disjoints vu que
inf(t : (0,0,t) € A) = inf(f(z) : gi(z) = 0,hj(x) < 0) = ¢* et (0,0,¢*) > (0,0,s) pour tout
(0,0,s) € B.

On peut donc appliquer le théoreme de séparation (rappelé ci-dessus) aux ensembles convexes
disjoints A et B : il existe (X, i, @) € R” x Rl x R\{(0,0,0)} et a € R tel que

Y(u,v,t) € AN u+ v+ at >« (7.3)

et pour tout (u,v,t) € B, A+ v+ at < a cad as < « pour tout s < ¢* et donc par passage a
la limite quand s 1 ¢*, on a
ap® < a. (7.4)



De (7.3), on déduit que 1 > 0 et @ > 0 sinon, fiv+at ne pourrait pas étre borné inférieurement
sur A au vue de la définition de A. On déduit de (7.3) et (7.4) que pour tout x € U,

A (Az —b)+ o' H(z) 4+ af(z) > a > ap®. (7.5)

Si on peut prouver que @ > 0 (pour I'instant, on sait seulement que a > 0) alors on en déduirait
que pour tout x € U,

Lz, (Ma, i/a)) > ¢
Ceci étant vrai pour tout = € U, on aurait aussi ¥(\/a, fi/a) = infecy L(z, (N a, i/a)) > ©* et

donc ¢* > ¢*. On aurait donc dualité forte et (\/a, fi/a) serait solution du probleme dual. Il
reste donc & montrer que @ # 0, cad que ’hyperplan séparant A et B n’est pas vertical. C’est ici
que ’hypothese de Slater intervient.

Si on avait @ = 0 alors dans (7.5), on aurait A" (Az — b) + i' H(z) > 0. En particulier, au
point zg de la condition de Slater, on aurait 0 < AT (Azg — b) + ' H(xz¢) = ji' H(zo) et comme
H(zp) < 0 on aurait forcément i = 0. On a donc i = 0, @ = 0 et comme (X, ji,a) # 0, on
en déduit que X\ # 0. Ainsi, dans (7.5), pour tout =z € U, S\T(Ax —b) > 0. Comme U est un
ouvert et que Azg = b, il existe z € U tel que AT (Az —b) < 0 & moins que AT X = 0 (en effet,
k:xze U — A (Azx —b) est une fonction affine telle que k(xg) = 0, alors soit & = 0 qui est
équivalent a ATA=0ouk prend forcément des valeurs négatives et positives dans un voisinage
de ). Or comme A est de rang maximal 7, on a Im(A4) = R” et donc ker(A") = Im(A)* = {0}.
Ce qui contredit le fait que A # 0 donc il existe bien un z € U tel que S\T(Ax —b) < 0. Ce qui
contredit le fait que pour tout z € U, :\T(A:U —b) > 0. On en déduit que a # 0 et le résultat. m

Remarque 7.3 1) On se sert de l’hypothése de Slater uniquement pour montrer que l’hyperplan
séparateur entre A et B est non vertical.

2) On n’a pas besoin d’hypothése de régularité sur les fonctions f,hy,--- , hy. Seule la convexité
est ici utilisée.

3) Comme aucune hypothése de régularité sur les fonction n’est utilisée, on n’a plus besoin que
U soit ouvert. En fait, on peut remplacer 'ouvert convexe U dans le théoréme de Slater par un
ensemble convezre (non nécessairement ouvert) Ky a condition de supposer ’existence d’un point
de Slater xo dans lintérieur relatif de K — cet ensemble, noté relint(Ky), est ['ensemble de tous les
points de K tel qu’il existe un voisinage owvert V dans R™ de ce point pour lequel VNaff (Ky) C Ky
ou aff(Ky) est le plus petit espace affine contenant Ky — tel que gi(z9) = 0 et hj(xzo) < 0 pour
les contraintes qu’on a choisies de dualiser. Cette remarque peut étre utile quand on ne dualise
pas toutes les contraintes. Par exemple, si K = {x € U : g1(x) = 0,h1(x) < 0}, on peut poser
Ko ={x € U : hi(x) <0} et considérer la fonction duale (\) = infrek,(f(z) + Agi(x)). Cette
fonction duale ne fait intervenir que la contrainte g1 dans la fonction de Lagrange; la contrainte
h1 est restée’ dans la contrainte Kg. Le théoreme de Slater dans ce cadre dit que s’il existe un
xg € relint(Ky) tel que g1(xg) = 0 alors max(p(A) : A € R) =inf(f(z) : x € K).

Exemple : On consideére une norme ||-|| sur R” et sa norme duale z € R" — |z||" =
supHy||<1<y,:v>. On considere une matrice A € R™*" de rang r et b € R". Le probleme d’opti-
misation que nous considérons ici est

min (||z]| : Az =b). (7.6)
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La fonction duale associée a (7.6) est ¢ : A € R” — infyern ([|z] + (X, Az —b)). On a

)

xiean" (HxH + <AT)\,37>> inf inf (7’ +r(AT\ 2/ HxH>) = 71«2% (r —r HAT)\

>0 ||z||=r
[0 s |ATA <1
| —o  si HAT)\H* > 1.

On en déduit que pour tout A € R",

L) s ATy <
ww—{ —oco si [[ATA|" > L.

Le probleme dual associé a (7.6) est maxyerr ¢(A) qui est équivalent a

—(AB) - HAUH* < 1). 7.7
ma (—(A.b) < (77)

La contrainte du probléme primal est {x € R™ : Az = b}. Elle vérifie la condition de Slater si
elle est non vide (il n’y a pas de contraintes d’inégalité ici). Or A est de rang r donc b est bien
dans 'image de A et donc K est non vide. Alors la contrainte vérifie la condition de Slater et
donc par le théoreme de Slater il y a dualité forte :

min (||z| : Az = b) = max <—<)\, b> : HAT)\H* < 1) .
AER”

Prenons un exemple ot la norme ||-|| est différentiable : on choisit la norme Euclidéenne. Dans
ce cas, sa norme duale est elleméme : ||| = |-[|* = ||||,. Par ailleurs, la contrainte vérifie la
condition de Slater et est donc qualifiée. On a donc équivalence entre :

a) x* est solution de (7.6) et A* est solution de (7.7)

b) (x*, \*) vérifie les conditions de KKT.

Ici les conditions KKT sont :

KKT1 Az =b

KKT2 il n’y a pas de contraintes d’égalité donc pas de complementary condition

KKT3 VoL(z*,A*) =00t L: (z,\) € R" x R" = ||zl + (X, Az — b)

On calcul le gradient de la fonction de Lagrange :

Vol(z,\) = —— + AT\
[E4 [P

On voit que pour z* = AT(AAT)Dp et X = —(AAT) Db/ ||z*|| on a Az* = b (car b € Im(A)
donc AAT(AAT)=Dp = b) et

ATy — —AT(AAT) Dy g
[ el

Donc (x*, \*) vérifie les conditions KKT. Etant donné 1’équivalence rappelée plus haut, on a que
z* = AT(AAT)=Dp est solution du probleme, on a aussi ||2*|, = —(X*,b) (cad pas de dualité
gap). En fait, on reconnait ici avec z* = AT(AAT)(*l)b la projection de 0 sur 'espace affine
{z: Ax = b}.
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Conditions KKT en (OCD) via le théoréme de Slater. On peut rétrouver le théoreme de
KKT en (OCD) grace a la dualité forte donnée par le théoréme de Slater et le lien entre solutions
primale/duale et point-selle de la fonction de Lagrange. On considere un probleme de type (OCD)
ou la contrainte est de la forme (7.2). On suppose que rang(A) = r. Ainsi par le théoreme de
Slater, il y a dualité forte.

On suppose maintenant que z* est solution du probléme primal et (A*, u*) est solution du
probeéme dual. Par la Proposition 1.7, on sait que (z*, (A\*, u*)) est un point-selle du Lagrangien :
pour tout (z, (A, 1)) € U x R” x (R,)!, on a

Lt (o) S L (i) L Ll (W, 1)), (7.8)

En particulier, on voit dans (b) que * est un minimum de z € U — L(z, (A*, x*)). Or dans le
cadre de I’OCD, cette fonction est convexe et différentiable donc z* est un point critique de cette
foncion et donc V,L(x*, (A*, u*)) = 0, on retrouve la condition KKT3 du théoréeme de KKT. Pour
KKT1, (a) étant vraie pour tout (A, u)) € R” x (Ry)! et L£(x*, (\*, u*)) < +00, on voit forcément
que Az* =bet hj(z*) <0,7=1,...,0. On a donc z* € K. Par ailleurs, p* > 0, donc KKT1 est
bien vraie. Finalement, pour KKT2, on a par (a) et Az* = b, que pour tout pu > 0,

! l
F@)+ ) nihi(a®) < f(a*) + ) pihy(a®).
j=1 j=1

Ainsi ), pihj(2z*) > 0 et comme p* > 0 et hj(z*) < 0,5 =1,...,1, onen déduit que pjhj(z*) =0
pour tout j = 1,...,1, cad KKT2 est aussi satisfaite. On a donc bien montrer que (z*, (A*, u*))
vérifie les conditions KKT.

Réciproquement, on suppose que (z*, (\*, u*)) vérifie les conditions KKT. Par KKT3, z* est
un point critique de x € U — L(z, (A*, u*)) qui est une fonction convexe diffirentiable donc z* est
un minimum de cette fonction. Donc 'inégalité (b) dans (7.8) est satisfaite. Par KKT1 et KKT2,
on a pour tout (A, x) € R” x (Ry)! que

Lla*, (M) = F@*) + Y nihy(a®) < f(a¥) = L, (N, 1))
i

et donc 'inégalité (a) dans (7.8) est satisfaite. On en déduit que (z*, (A*, u*)) est un point-selle
de L. Par la Proposition 1.7, on en déduit que x* est solution du probléme primal et (A\*, u*) est
solution du probleme dual.

On retrouve donc bien le résultat suivant en (OCD).

Théoréme 7.4 On considére le cadre de ’OCD ov f,h1,...,h; : U — R sont convexes et dif-
férentiables sur l'ouvert convexe U. Soit K un contrainte de la forme (7.2) ot A est de rang r.
On suppose que K wvérifie la condition de Slater. Soit x* € U et (\*,pu*) € R" x (Ry). Il y a
équivalence entre :

1) x* est solution du probléme primal et (N\*, u*) est solution du probléme dual
2) (z*,(N\*, u*)) vérifie les conditions KKT.

Pour retrouver le théoreme de KKT en OCD sous condition de Slater, il suffit d’utiliser le
Théoreme 7.4 et de montrer I'existence d’une solution au probleme dual.

Théoréme 7.5 On considere le cadre de I’OCD ou f,hy,...,h; : U = R sont convexes et diffé-
rentiables sur l'ouvert conveze U. Soit K un contrainte de la forme (7.2) ot A est de rang r. On
suppose que K vérifie la condition de Slater. Soit x* € U. Il y a équivalence entre :
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1) x* est solution du probléme primal.
2) il existe (\*, u*) une solution du probléme dual tel que (x*, (N*,p*)) vérifie les conditions

KKT.

Preuve. L’implication 2) implique 1) est immédiate & partir du Théoréme 7.4. Il reste & montrer
I'implication 1) implique 2). On suppose donc que x* est solution du probleme primal. D’apres le
Théoreme 7.4, il suffit de démontrer 1’existence d’une solution au probleme duale pour conclure.
On ainf(f(x):x € K) = f(x*) qui est donc fini alors d’apres le théoreme de Slater, le probleme
duale admet une solution. [ |

Remarque 7.6 En OCD, (z*, (\*,u*)) vérifie les conditions KKT’ est équivalent a dire que
(a*, (N*, 1)) est un point-selle de la fonction de Lagrange’ (voir Théoreme 3.1). Ainsi si 2) est
vraie alors on a dualité forte et lexistence d’une solution x* au primal et d’une solution (\*, u*) au
dual. Pour le sens 2) implique 1) on peut donc se passer de la condition de Slater. On peut méme
se passer de Uhypothése que (N*,u*) est une solution du probléeme dual vu que si (x*, (A", u*))
vérifie les conditions KKT alors (A*, u*) est solution du probléme dual.

Le théoreme de Slater permet donc de retrouver le théoreme de KKT en OCD sous la condition
de qualification de Slater. En particulier, cette preuve ne fait pas intervenir d’éléments de géomé-
trie différentielle comme la preuve de KKT que nous avons donné dans les chapitres précédent.
Elle est principalement basé sur un argument de convexité qui est le théoreme de Hahn-Banach
géométrique (que nous avons aussi utilisé pour la preuve de KKT des chapitres précédent). Néan-
moins, le théoreme de Slater ne permet pas de retrouver le théoreme de KKT dans le cas de ’'OD
ni celui dans le cas de 'OCD sous ’hypothese générale de qualification.

Il existe plusieurs preuves du théoreme de KKT selon le point de vue qu’on adopte. Celle
présentée aux chapitres d’avant utilise le point de vue de la géométrie différentielle et propose une
hypothese de qualification qui apparait naturellement. La preuve qu’on donne ici via le théoreme
de Slater est une preuve de ’analyse convexe. On peut aussi dans ce cadre proposer une hypothese
de qualification de contrainte ; ici cette hypothese de qualification est de dire qu’il y a dualité forte.
Ainsi, méme dans ce sens, la condition de Slater est une hypothese de qualification (et la preuve
en est donnée par le théoreme de Slater). Il est intéressant de voir quels sont les liens entre ces
deux hypothese de qualifications. Par exemple, au Corollaire 4.2 du chapitre sur 'optimisation
convexe, on a vu que si K est qualifiée en x* alors il y a dualité forte. Ainsi la qualification au
sens de la géométrie différentielle en un point solution primale implique la ’qualification au sens
de ’analyse convexe’.

8 Annexe : Dualité Lagrangienne et conditions KKT en pro-
grammation linéaire

Dans cette section, on applique les idées des sections précédentes (dualité Lagrangienne et
conditions KKT) au cas particulier des problémes d’optimisation en Programmation Linéaire
sous forme standard

min (¢, z) tel que Az =b,z >0 (PPL)
reR™

ouceR", AecR™"etbe R™. Onrappelle que x > 0 signifie que z; > 0 pour tout j € {1,...,n}
quand z = (z;);.

On suppose que 'ensemble de contrainte K = {x € R" : Az = b,z > 0} est non vide (sinon
le probleme (PPL) n’est pas défini). Ainsi la condition de qualification QC-A, quand toutes les
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contraintes sont localement affines et continues, est bien vérifiée ici. Par ailleurs, la fonction
objectif x +— <x,c> est convexe de classe C! et les contraintes “Ax = b, 2 > 0” sont affines. On
peut donc appliquer les principaux résultats des sections précédentes, a savoir les Théoreme 4.1
et Théoreme 5.2.

La fonction de Lagrange est ici

L(x, A\, u) = <c,:1:> — <u,a:> + </\,b— Aa:> = <c— m— AT)\,a:> + <)\,b>

définie pour tout x € R™, u € (Ry)™ et A € R™. La fonction duale est définie pour tout p € (Ry)"
et A € R™ par

YA, p) = min L(z, p, A) =

—oo  quand ATA+pu#c
zeR"

<)\, b> quand ATA\+ p = c.
Le probleme dual maxy ;>0 (A, i, ) est donc ici

b \) tel AT - > DPL
Ariaz%<,>eque +u=cpu> (DPL)

C’est aussi un probleme de programmation linéaire.

On rappelle que la condition de qualification QC-A (quand toutes les contraintes sont locale-
ment affines et continues) est satisfaites ici car K est supposé non-vide. On a donc de la dualité
forte (cf. Théoreme 4.1) et d’apres les conditions KKT (cf. Théoreme 5.2) il y a équivalence entre :

1. z* est solution de (PPL) et (u*, A*) est solution de (DPL)
2. (x*, p*, \*) vérifie les conditions de KKT :

(KKT1): Az*=b,2">0et pu* >0
(KKT2): piz; =0,Yi=1,...,n
(KKT3): 0=V,L(z* " \)=—-ATA\ —p* +¢

On peut vérifier que le dual du probléme dual (DPL) est ici le probleme primal (PPL). En
effet, le lagrangien de (DPL) est

E(M,A,x,y) = —<b,)\>+<x,AT/\+u—c>—<y,u> = <Am—b,)\>+<x—y,u>—<x,c>

ou (x,y) € R™ x (R4)™ est ici le multiplicateur de Lagrange. Puis, la fonction duale de Lagrange
est ici définie pour tout y > 0, x par

—0 quand Az #bouzx #y

D(@,y) = MERIEI,I)\%RW Lip A, y) = { —{c,z) quand Az =betz=y.

Le probléme duale max, >0, D(x,y) est alors

max(—<c,1:>:Ax:betx:yetyZO)
z,y
qui est bien équivalent ¢ (PPL).

On peut donc de nouveau appliquer la dualité Lagrangienne et obtenir la caractérisation
des solutions aux problemes primal et dual par les conditions KKT qui sont identiques a celles
obtenues précédemment.
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Théoreme 8.1 Si le probléme primal (PPL) a une solution (resp. si le probléme dual (DPL)
a une solution) alors c’est aussi le cas pour le probléme dual (resp. le probléme primal) et les
fonctions objectifs sont €gales en leurs valeurs optimales. Si un des probléemes n’est pas borné
alors l’ensemble des contraintes de ’autre est vide. Par ailleurs, on a l’équivalence entre :

1. z* est solution de (PPL) et (A*, u*) est solution de (DPL)
2. (x*, (A", u*)) vérifie les conditions de KKT :

Az* =b,x* >0 et p* >0; pa;=0Vi=1,...,n; AT+ =

3. x* et (\*,u*) sont faisables (pour leur probléme respectif) et <u*,x*> =0.

9 Annexe : Théoreme minmax de Von Neuman - Sion

On a vu dans la section précédente qu’identifier des situations ou le duality gap de la fonction
de Lagrange est nul est important pour faire le lien entre probleme dual et probleme primal. On
va donc donner ici deux théoremes assurant un duality gap nul.

Théoréme 9.1 (Théorémes minimax de von Neumann-Sion) Soit X C R" et Y C R™
deux ensembles compacts et convezxes. Soit L : X XY — R une fonction continue et convexe-
concave cad :

a) pour touty € Y,x € X — L(x,y) est convexe

b) pour tout x € X,y € Y — L(x,y) est concave.
Alors,

i c = in L(z,y).
min e (2, y) max min (2, y)

Le théoréeme minmax de von Neuman a été généralisé a plusieures reprises. Une de ces géné-
ralisation est donnée ci-dessous. Pour cela, on rappelle les définitions suivantes.

Définition 9.2 Soit X un espace topologique et f : X — R U {—o0,+o0}. Soit g € X. On dit
que [ est semi-continue inférieurement en xy quand, si f(xg) # —oo alors pour tout € > 0
il existe un voisinage ouvert U de xzq tel que pour tout x € U, f(x) < f(xo)+€ et si f(xg) = —0
alors f(x) — —oo quand x — x.

De méme, on dit que f est semi-continue supérieurement en xoy quand, si f(xg) # +oo,
pour tout € > 0, il existe un voisinage ouvert U de g tel que pour tout x € U, on a f(x) > f(zg)—¢
et si f(zo) = 400 alors f(z) = f(xo) quand x — .

Une fonction continue en zg est a la fois semi-continue inférieurement et supérieurement en
xo. La réciproque est vraie : si f est semi-continue inférieurement et supérieurement en x( alors
f est continue en zy. Les deux type de semi-continuité sont nécessaires pour avoir la continuité
(coir Figure 4).

Définition 9.3 Soit C' un ensemble convexe d’un espace linéaire et f: C'— R. On dit que f est
quasi-convexe quand pour tout z,y € C et 0 < a <1, on a f(ax+ (1 —a)y) < max(f(x), f(y))-
De méme, on dit que f est quasi-concave quand pour tout x,y € C et 0 < a < 1, on a

flaz + (1 = a)y) = max(f(z), f(y))
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FIGURE 4 — Fonction semi-continue inférieurement en xg.

A

>

FIGURE 5 — Fonction quasi-convexe mais pas convexe.

On peut vérifier qu’une fonction est quasi-convexe si et seulement si tout ces ensembles de
niveaux sont convexes, cad pour tout ¢ € R, {x € C : f(x) < t} est convexe. Une fonction
convexe est quasi-convexe mais la réciproque est fausse (voir Figure 5). On peux aussi voir que
la quasi-convexité n’implique pas la continuité.

Théoréme 9.4 Soit X un ensemble convexe et compact d’un espace linéaire topologique et Y un
ensemble convexre d’un espace linéaire. Soit L : X x Y — R. On suppose que

a) pour tout x € X, L(x,-) est semi-continue supérieurement et quasi-concave

b) pour touty € Y, L(-,y) est semi-continue inférieurement et quasi-convexe.
On a alors

i c = in £(z, ).
min max (z,y) max min (z,y)

10 Annexe : dualité forte en conic LP sous condition de Slater

Dans cette section, on considere des problemes de minimisation d’une fonction linéaire sous
une contrainte qui est l'intersection d’un céne et d’un espace affine. Le probleme typique qu’on
va considerer est le probleme SDP pour semi-definite programming. On rappelle cette classe de
probleme qu’on rencontre souvent en optimisation.
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Définition 10.1 Soit C' € R™™ ", A;..., A, € R™™ et b € R™. On note A : X € R —
((A;, X))™,. Un probléme SDP est de la forme

min ((C, X) : X = 0, A(X) = b)
ot on rappelle que X = 0 signifie que X est positive (cad <U,XU> > 0 pour tout v € R™).

La fonction objective d’un probleme SDP est bien linéaire et sa contrainte est bien I'intersec-
tion d’un cone (ici le cone des matrices positives — si X = 0 alors AX > 0 pour tout A > 0) et
d’un espace affine, ’ensemble des X tel que A(X) = b. On va étudier les probleme SDP en détail
dans la suite. En particulier, on cherchera & identifier des conditions impliquant la dualité forte
pour ce type de probleme. Pour l'instant, on considére une classe plus grande de problemes qu’on
appelle les probléemes conic LP pour probleme de programmation linéaire conique.

Définition 10.2 Soit E un espace Euclidien (i.e. un espace vectoriel de dimension finie) muni
d’un produit scalaire noté <-, > Soitde E, a1,...,am € E, b€ R" et C' C E un coéne convezxe et
fermé de E. On note A:x € B — (<ai,:c>);7;1. Un probléeme de type conic LP est un probléme
d’optimisation de la forme
min ({c,z):z € C, A(x) =b). (10.1)
Les problemes de type conic LP sont donc bien tous de la forme 'minimum d’une fonction
linéaire sous une contrainte qui est 'intersection d’un cone et d’un espace affine’. Les problemes
SDP en donnent des exemples ot le cone est ici le cone des matrices SDP (semi-definite positive).
L’objectif de cette section est d’étudier les probléemes de type conic LP sous I'angle de la
dualité Lagrangienne et de ’analyse convexe. On va donc obtenir leur probleme dual et introduire
la condition de Slater dans ce cadre qui va nous permette d’assurer la dualité forte pour ces
problemes. Un fois la dualité forte établie, on pourra utiliser le probleme dual pour ’certifier’ une
solution du probleme primal. Cette approche qu’on appelle certification duale est une approche
classique en relaxation convexe car elle permet de montrer qu’une solution d’un probleme obtenu
par relaxation convexe est bien aussi solution du probleme d’origine gréace a la construction d’un
certificat dual qui ’certifie’ que la solution du probleme d’origine est bien solution du probléme
relaché (on peut méme montrer 1'unicité dans certain cas). On utilise cette approche par exemple
pour des probleme de détection de communautés ou de synchronisation ou de coupes optimales
dans des graphes.

Probléme dual et dualité faible en conic LP. On commence par donner le probleme dual
associé a un conic LP. On va devoir dualiser les contrainte de ce type de probleme. Les contraintes
d’égalité sont gérées classiquement mais pour la contrainte de céne 'z € C” on doit introduire un
ensemble pour sa variable duale associée. Cet ensemble est donné par le cone dual :

C°={2€E:(z,2)<0,VzeC} (10.2)

Par exemple, le cone dual des matrices X > 0 est le cone des matrices négatives cad telle que
Z =0 (autrement dit —Z > 0.)
La fonction de Lagrange associée & un probléeme (10.1) est donnée par
/J‘{ ExR™"xC° — R
' (z,(\p)  — {(ez)+ (N\b—A))+ ().
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La fonction duale est donnée par

w‘{co — R _{(A,b} sic—AT(A)+p=0
v — infaer () + (N b— A(z)) + (p,z)) | —o0 sinon

ot on note A : R™ — F opérateur adjoint de A défini par <AT()\), x> = <)\,A(:c)> pour tout
A € R™ et z € E. On vérifie que AT(\) = 3, \ja; pour tout A € R™. Le probleme dual du
probléme conic LP (10.1) est alors

AT _ — o
(,\,ur)%%{}fle <<)\,b> AN —p=c,uel ) . (10.3)

On retrouve bien le probléme (10.1) comme probléme primal de £ vu que pour tout z € E,

max (£(z, (A, 1)) : (A, p) € R x C°) = { <—;o;> si A(z) anl())r(l).u xé¢C

Pour la dualité faible, on a toujours

max  minL(z, (A, <min max L(z, (A,
(A p)ERXC° z€E ( ( ,u)) T zeE (\u)eRMxCe ( ( M))
et donc
max A, 1) < min(e, 10.4
(M u)eER™xC° Q'Z)( M) B zeK< > ( )
oun K = {x € F: A(x) = b,x € C} est la contrainte primale. L’inégalité (10.4) exprime la
dualité faible en conic LP. Elle est (comme d’habitude) toujours vraie sans aucune hypothese.
Notre objectif est d’identifier les situations ou cette inégalité est une égalité, cad quand nous
avons dualité forte. La dualité forte nous sera ensuite utile pour certifier des solutions du primal
a I’aide d’une solution du dual. Ici au vue de la fonction duale, on aura dualité forte si on trouve
un \* € R™ et un pu* € C° tels que AT (\*) + p* = c et un z* tel que A(z*) = b et 2* € C qui
satisfont
(X*,b) = (c,z*). (10.5)

C’est 'objectif du paragraphe suivant que de construire un tel couple (z*, (A\*, u*)) sous la condi-
tion de Slater.

Dualité forte en conic LP sous condition de Slater. Pour assurer la dualité forte on va
utiliser une condition similaire a celle de Slater adaptée au type de contrainte conique que nous
considérons en conic LP. On note int(C') I'intérieur du céne C' de méme par int(C°) 'intérieur du
cone C°. Le but de cette section est de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 10.3 Soit E un espace Fuclidien muni d’un produit scalaire noté <‘, > Soit ¢ € F,
ai,y...,am € E, b € R" et C C E un céne convexe et fermé de E. On note A : © € E —
(<ai, a:>)111 On considére le probléme de conic LP

géig ((c,z) 12 € C, A(x) =) (10.6)
et son probleme dual
T _ — o
o ((A0) s A7) —p=copeCe). (10.7)

On suppose qu’il existe xo € int(C) et py € int(C°). Alors le probléme primal (10.6) admet une
solution, le probléme dual (10.7) aussi et il y a dualité forte. On a donc lexistence de solutions
primales x* et duales (\*, u*) et toutes ces solutions satisfont <c, :L‘*> = <)\*, b>.
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Le reste de ce paragraphe est dédié a donner une preuve au Théoreme 10.3. Cette preuve
(comme toutes les preuve de dualité forte) utilise le théoreme de séparation de convexes disjoints.
Ici ce théoreme est présent au travers d'un théoréme de 1’alternative. Ces théoremes sont
souvent utilisé en optimisation le plus connu d’entre eux porte le nom de Lemme de Farkas. Le
Lemme de Farkas est un résultat qui se démontre simplement mais qui est trés important en
mathématique car c’est un théoreme d’existence. Il dit que si on a des points ay,...,a; dans R™
et un autre point a € R™. Il y a deux alternatives possibles :

1) soit a est dans I'enveloppe convexe des k points ay, ..., a : cad il existe 0 < Aq,..., A \p <1

tel que >, Ai=1leta=>, Nay.

2) soit a n’est pas dans ’enveloppe convexe des k points ay, . .., aj et alors d’apres le théoréme

de séparation stricte de convexes disjoints, il existe w € R" tel que <ak, w> < <a, w>.

Ce type de théoréeme propose alors deux alternatives. On peut en effet réécrire le Lemme de
Farkas de la maniére suivante : le systtme A" (A\) = 2 (ot AT (A) = >, \ia;) admet une solution
telleque 0 < A\; < let ) . A; = 1sietseulement si il n’existe pas de w € R™ tel que <ak—a, w> < 0.

On va mettre en place un théoreme de ’alternative pour prouver le Théoreme 10.3.

Théoreme 10.4 Soit E un espace Euclidien muni d’un produit scalaire noté <-, > Soitay,...,an
E,beR" et C C E un cone conveze et fermé de E. On note A : x € E — ((a;,2));. On
suppose qu’il existe un g € R™ tel que AT (\g) € int(C°). Alors le systeme A(x) = b a une
solution dans C' si et seulement si le systétme AT(\) € C° et <)\, b> =1 n’a pas de solution.

Pour démontrer le Théoreme 10.4, on donne deux lemmas. Le premier porte sur I'intérieur
d’un cone dual.

Lemme 10.5 On a int(C°) ={z € E: (z,2) < 0,V € C\{0}}.

Le second lemme porte sur I'image de C' par A. C’est pour démontrer le résultat de fermeture
dans ce lemme qu’on a besoin que l'intérieur du coéne C° soit non vide.

Lemme 10.6 On suppose qu’il existe un \g € R™ tel que A" (\g) € int(C°). L’image de C par
A, notée AC, est un cone non vide fermé et conveze.

Preuve du Théoréme 10.4. On démontre que les deux systemes du Théoreme 10.4 ne
peuvent pas avoir de solution simultanément. On suppose qu’il existe x € C' et A € R™ tels que

A(z) =b,—AT(\) € C° et (A, b) = 1. (10.8)
Comme z € C et AT(\) € C°on a
0< (—AT(N),z) = —(X\, A(z)) = —(\,b) = —1.

Ce qui est une contradiction et donc les deux systemes du Théoreme 10.4 ne peuvent pas avoir
de solution simultanément.

On suppose maintenant qu’il n’existe pas de solution x € C' au systéeme A(z) = b. Montrons
que le deuxieme systéme a bien une solution, cad qu’il existe A € R™ tel que AT ()\) € C° et
</\, b> = 1. Par hypothese b ¢ AC' et comme AC est un convexe fermé non vide, il existe (d’apres
le théoreme de séparation des convexes fermés non vides disjoints) un A e R™ tel que pour tout
xzeC, <5\,A(x)> < <5\, b>. En particulier, 0 € C donc a := <)\,b> > (0. On a ainsi pour A = 5\/04
que (\,b) =1 et pour tout = € C, (A, A(z)) < 1 cad (AT(A),z)) < 1 pour tout z € C et donc
AT(X) € C°. En effet, pour tout z € C et v > 0, on a vz € C alors (A" ()),yz)) < 1 et donc
(AT(X),z)) < 1/7. Ceci étant vrai pour tout v > 0, en prenant y — 400, on a (AT (\),z)) <O0.
Ceci étant vrai pour tout z € C, on en déduit bien que AT ()\) € C°. [ ]
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Preuve du Théoréme 10.3. On prouve le Théoreme 10.3 grace au théoreme de I'alternative
Théoreme 10.4. Pour démontrer le Théoreme 10.3, il suffit de montrer que le systeme

<>\,b> — <c,az> =0
(S): A(z) =b,x e C
AT\ —p=c,peC®

admet une solution.

Prouver le Théoreme 10.3 revient donc a prouver l'existence d’une solution a un systéme sous
contraintes coniques et affines. On est donc dans le cadre d’appliquation du Théoreme de I’alter-
native Théoreme 10.4. Pour pouvoir appliquer ce résultat, on doit d’abord trouver le probleme
dual qui lui est associé. On réécrit le systeme (S) sous la forme demandée au Théoreme 10.4. On
considere 'opérateur

Ao (2, 1) € EXR™ x E— ((A\,b) — (e,2), A(z), A" (\) — p) e R x R™ x E,

bo = (0,0, ¢) et le cone convexe fermé non-vide Cy = C' x R™ x C°. On voit que (S) est équivalent

N

a
Ao(z, A\, 1) = bo et (z, A\, 1) € Cp. (10.9)

Le probleme alternatif associé a (10.9) est de trouver une solution y au systéme

f Ajyecg
(45): { (bo,y) = 1.

On doit alors déterminer ’adjoint de Ag et le cone dual de Cy. On voit que

| bT ] 0 —c| AT | 0
A= A0 0 etdonc AJ = o[ 0] A
0 [AT|-Ig 0] 0 |=Ig

ou Ig est la matrice identité définie sur E. On précise ici les dimensions des opérateurs : Ay :
ExR"xE -+ RxR™x Eetdonc A : RxR™x E — ExR™ x E. Pour le cone dual de
Coon a C§ = C° x {0} x C ol on note 0y, le 0 de R™ ({0,,} étant le cone dual de R™). On
peut maintenant réécrire le systeme (AS) de maniére plus explicite : (AS) est équivalent & trouver
(r,N,y") € Rx R™ x E tel que

—rc+ AT (\) e e
o+ A(y') =0

-y eC

(bN) +(ey) =1

Pour appliquer le Théoréme 10.4 aux systéeme duaux (S) et (AS) on doit vérifier que I'intérieur
du cone Cf contient bien un élément de l'image de AJ, cad l'existence d’un point (1, \,y’) €
RxR™x E tel que AJ (1, X, 3y) € int(Cg). Ici 'intérieur (en fait, on devrait parler d’intérieur relatif
cad de I'intérieur de Cf relativement au plus petit espace affine le contenant, cad a E x {0, } x E,
de telle sorte que la deuxieme composante {0,,} ne fasse pas que C§ soit d’intérieur vide; on
passe ce détail un peu sous silence pour éviter cette complication mais logiquement, on devrait
écrire 'relint’ — pour relatif intérieur — au lieu de ’'int” depuis le début). On a alors que int(C§) =
int(C°) x {0,,} x int(C') et donc on veut prouver I'existence d’un point (7, \,y’) € R x R™ x E
tel que —cr + AT (N) € int(C°) et 3/ € int(C). On peut alors prendre 7 = 0, X = pg et 3 = zg

(AS) :
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pour les points xg et pp dont on a supposé l'existence dans les hypotheses du Théoreme 10.3. On
peut alors bien appliquer Théoreme 10.4 : (S) a une solution si et seulement si (AS) n’a pas de
solution. Il reste alors & montrer que (AS) n’a pas de solution.

On raisonne par I'absurde : on suppose que (AS) a une solution. On note (1, \,y’) € RxR™x E
une telle solution au systéme (AS). On remarque que <—TC—|—AT()\’), y') < 0car —71e+AT(N) € C°
et y € C. Mais comme A" (y') = —7b et que (b, \') + {c,y/) =1ona

02 (—re+ AT(N).y') = =7((0,X) +(e;9)) = -

On en déduit alors que 7 > 0. On considere deux cas : soit 7 = 0 soit 7 > 0.

Si 7 =0 : Dans ce cas (X,7/) € R™ x E sont tels que AT (X) € C°, A(y') =0, -y € C
et <b, )\’> + <c,y’> = 1. Soit  un point faisable pour le primal. On a pour tout o > 0, que
a(-y)+zeCet Ala(—y')+Z) =b (car A(y') = 0 et A(Z) = b) donc a(—y') + Z est faisable
pour le primal. La valeur de la fonction objective primale en ce point vaut

(c,a(-y)+Z) = —alc,y) + (c, T)

cette valeur est minorée par la valeur optimale du probleme dual qui est finie car on a supposé
I’existence d’'un point faisable pour le dual. On a donc forcément que <c, Y > < 0 sinon en faisant
tendre e — 400 au-dessus on obtiendrait une contradiction. De méme on prouve que <b, N > <0.
Soit (A, i) un point faisable pour le probléme dual. Pour tout o > 0, on a AT (aX + \) — (& +
AT(aN)) =cet i+ AT (a)) € C° car pet AT(X) € C°. Alors (aX + X, i+.AT (a))) est faisable
pour le probleme dual. La valeur de la fonction objective du probléme dual en ce point vaut

(b aX + X) = alb, X'} + (b, X).

Cette valeur est majorée par la valeur optimale du probleme primal par dualité faible et cette
valeur est finie par 'existence d’un point faisable pour le probleme primale. Ainsi on doit avoir
<b, X> < 0 sinon en faisant tendre a — 400, on aurait une contradiction. On en déduit que
(b,N') <0et (c,y) <0or (b\)+ (c,y) =1 ce qui constitue une contradiction.

SiT >0 : Alors \* = N /7 et y* = —y' /7 sont tels que

AT(\) —ceC®
Aly") =0

y* el

<b, )\*> — <c,y*> =1/7

Si on pose p* = AT(A\*) — ¢ alors y* est faisable pour le primal et (A*, ;u*) est faisable pour le
dual. En particulier, par dualité on a <b, /\*> — <c, y*> < 0 ce qui est une contradiction avec la
derniere équation de (AS) qui impose <b, )\*> — <c, y*> =1/7.

On en déduit donc que (AS) n’a pas de solution et par le Théoreme 10.4 que (S) a une
solution. Ce qui prouve le résultat sur 'existence d’une solution z* au primal et (\*, u*) au dual
tels que <)\*, b> — <c, x*> = 0. Il y a donc dualité forte. Ensuite, on peut appliquer de la premiere
section sous dualité forte disant que si x* est solution primale et (A*, u*) est solution duale alors
forcément (x*, (A\*,*)) est un point-selle de la fonction de Lagrange et donc les valeurs des
fonctions objectives coincident en ces points cad <)\*, b> = <c, x*> [ |
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Dualité forte pour les problemes SDP. On considere dans cette section les problemes d’op-
timisation de type SDP comme introduit dans la Définition 10.1. C’est un exemple de probleme de
type conic LP. Le but de cette section est d’obtenir un résultat de dualité forte pour les probléemes
SDP et de montrer & quoi ils peuvent servir. On commence par identifier le probléme dual d’un
probleme SDP.

On considére un probleme de type SDP : soit C € R™", A;..., A, € R"™™ et b € R™. On
note A: X € R™" — ((A;, X))™,. Un probleme SDP est de la forme

min ((C, X) : X = 0, A(X) =) (10.10)

ou on rappelle que X > 0 signifie que X est positive. L’ensemble des matrices symétriques
positives est un cone convexe fermé non vide. On retrouve donc un probleme de type conic LP.
Le probleme dual associé est alors

max (()\,b> O AT = 0) (10.11)

ot AT : A € R™ — 3. M A;. La dualité faible dit que pour tout A € R™ tel que C' — AT (A) = 0 et
pour tout X > 0 tel que A(X) =b, on a <C, X> > <)\, b>. Dans le théoreme suivant, on identifie
les situation ou on peut avoir égalité <C’, X *> > <)\*, b> pour X* solution primale et A* solution
duale.

Théoréme 10.7 On suppose qu’il existe Xo = 0 tel que A(Xo) = b et un A\g € R™ tel que
C — AT (X)) = 0. Alors le probléme SDP primal (10.10) admet une solution, le probléme SDP
dual (10.11) admet une solution, il y a dualité forte et pour toute solution X* du primal et toute
solution du dual \*, on a <C’,X*> = <b, )\*>. Réciproquement, si X est faisable pour le primal
(10.10) et A est faisable pour le dual (10.11) et sont tels que <C, X> = <b, )\> alors X est solution
du primal et \* est solution du duale.

Preuve. La premiere assertion est conséquence directe du résultat général de dualité forte sur
les conic LP donné au Théoréme 10.3. Pour la réciproque, on utilise la Proposition 1.7 du premier
chapitre. [ |

Une application classique du Théoreme 10.7 est la construction d’un certificat dual. Dans
cette application, on n’utilise que la réciproque et donc seulement la Proposition 1.7 du premier
chapitre. L’idée est qu’on a un probleme initial (FPy) qu’on ne sait pas résoudre en général (par
exemple, il est NP-hard). On ’convexifie’ ce probleme par relaxation convexe qui nous donne un
autre probleme, noté (P). Parfois cette relaxation donne un probleme de type SDP. Dans ce cas,
on peut considérer le probleme dual (D) associé a ce SDP. Le but est de montrer que ’ensemble
des solutions du probléme initial (Fy) est aussi 'ensemble des solutions du probleme relaché (P),
on pourra ainsi résoudre (Py) grace a (P). Pour ce faire, on peut prendre une solution du probléeme
initial, généralement c’est un unique vecteur xgy et montrer que Xy = xoxOT est 'unique solution
du probléme relaché (P). Pour cela, on cherche & construire un élément A faisable pour le dual,
tel que <C’, X0> = <b, )\0>. Ainsi, on sait que X est solution de (P) : on dit que A\g a certifié X
comme étant solution de (P). C’est le principe du dual certificate. Toute la difficulté technique
est dans la construction de A\g cependant, on fait en général de la 'retro engineering’ en partant
du fait que A\g doit a la fois étre faisable pour le dual et aussi vérifier <C, X0> = <b, )\0>. On peut
aussi construire Ay en cherchant a résoudre le probleme dual vu qu’on est str que si Ag est faisable
pour le dual et que <C, X0> = <b, )\0> ou X est sensé étre solution du primal alors nécessairement
Ao est solution du dual.
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Finalement, on peut voir que le probleme dual (10.11) peut en fait se réécrire comme un
probleme de type conic LP (en changeant de variable A — —\) :

min A - AT\ =G, »o). 10.12
o (A0 p - AT = O (10.12)
C’est bien un probleme de type conic LP en la variable (A, u) € R™ x R™*™ ou le cone convexe
fermé et non vide est ensemble R™ x S} ot1 S est 'ensemble des matrices symétrique positives
de R™ ™ et les contraintes d’égalité sont C = u—AT(N\) := Ag(\, p) oit Ag : (A, 1) € R™ xR?X™ —
p— AT(\) € R™™ est un opérateur qui s’écrit sous forme matricielle

Ao = ('_J4T ‘Ian )

ou Inxy : A € R™™ — A est Popérateur identité sur R™*™ (ce n’est pas la matrice identité de
R™ ™). On peut alors donner directement le probleme dual associé a (10.12) :

max ((Y,C) : b+ A(Y) =0,-Y = 0). (10.13)

En particulier, ce probleme dual (du probleme dual (10.11)) est équivalent au probléeme primal
(10.10) (en effectuant le changement de variable X = —Y"). Autrement dit le bidual Lagrangien
est égal au primal pour les probleme SDP. On a déja vu ce phénomene pour les problemes de
Linear Programming. Ce n’est pas toujours le cas comme nous pouvons le voir dans ce qui suit
pour le probleme du MAX-CUT.

Probleme bidual Lagrangien et relaxation de rang pour le probleme de MAX-CUT.
Au premier chapitre, on a vu que le probleme du MAX-CUT d’un graphe non-orienté et non
pondéré peut se réécrire sous la forme

min (xTAm:xgzl,izl,...,n) (10.14)
reR™
ou A est la matrice d’adjacence du graphe — on suppose ici le graphe non orienté et donc A est
symétrique. Les contraintes "difficiles” sont ici toutes les :UZQ = 1,7 =1,...,n car elles imposent
aux z; d’étre discretes (ici 22 = 1ssix; € {—1,1}). Ce sont ces contraintes qui font de MAX-CUT
un probleme combinatoire. On va alors dualiser ces contraintes.

La fonction de Lagrange obtenue par relaxation Lagrangienne des contraintes difficiles associée
au probleme du MAX-CUT est

L:(z,u) eR"xR" - 2 Az — Zul(xf —1) =2z (A — Diag(u))z + (e, u)
i=1

ou Diag(u) est la matrice diagonale de taille n x n dont les éléments diagonaux sont donnés par
les coordonnées de u et e = (1)}'. La fonction duale est

TER™ —00 sinon.
Le probleme dual est donc le probleme

max P(u) = max ((e,u) : A — Diag(u) = 0) . (10.15)

En posant F'(u) = A — Diag(u) et en notant S} le cone des matrices symétriques semi-définie
positives, on voit que le probleme dual est un probleme de sous-contrainte conique. On peut alors
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dualiser ce probléeme comme nous l’avons vu plus haut. Ici, (10.15) est déja un probléme dual
(c’est le dual de MAX-CUT), on parle alors de probleme bidual. La fonction dual de (10.15)
est

L (u,X) eR™ x (8})° — (e,u) — (X, A — Diag(u)) = (e + Diag(X),u) — (X, A)

ou Diag(X) est la matrice diagonale de taille n x n dont les éléments diagonaux sont donnés
par les éléments diagonaux de X et (S7)° est le cone dual de SF. On peut montrer que c’est le
cone des matrices symétriques semi-définies négatives. On obtient alors que la fonction duale de
(10.15) est

P X 20— max L' (u, X) =

uER™

+o0 si e + Diag(X) # 0
—<X, A> sinon.

En remplagant X par —X, on voit que le probleme dual est

)r?;%?p'(—X) = min (X,A): Xy=1,i=1,...,n) (10.16)

Il est intéressant de remarquer que le probleme bidual de MAX-CUT obtenu en (10.16) peut
aussi étre obtenu en faisant une relaxation convexe de I’ensemble des contraintes. En effet, une
autre maniere d’écrire le probleme initial (10.14) est d’introduire le produit scalaire matriciel
<A,B> = > A;i;Bij. On voit alors que x! Az = <£L’£L’T, A> ol zz| est une matrice symétrique de
rang 1. On a alors

mnelIiRI}L (:CTAa; i =1,i=1,... ,n) = min (<X, A> X =1,X= XT,rang(X) = 1) . (10.17)
En utilisant cette derniére formulation et en remarquant que 1’enveloppe convexe de {X € R™*"™ :
X = 1,X = X7 rang(X) = 1} est incluse dans {X € R™" : X;; = 1,X > 0}, on voit qu'on
obtient le probleme bidual (10.16) & partir de (10.17) en prenant une relaxation convexe de son
ensemble de contraintes. La contrainte de rang : "rang(X) = 1”7 est a lorigine des difficultés
computationelle de MAX-CUT. I’approche qu’on utilise ici est de tout simplement enlever cette
contrainte. En utilisant cette derniére remarque et la dualité faible (de la premieére dualisation),
on obtient I’encadrement suivant du probleme de MAX-CUT :

ATy . v . T 2
max ({e,u) : A— Diag(u) = 0) < win (X, A): X =1) < min (:z Az xf = 1) .

11 Annexe : Théoreme de Danskin et propriétés de différentia-
tion de la fonction duale

La fonction primale est de la forme ¢ : 2 € X — sup,cy £(z,y), de méme la fonctions duale
peut s’écrire sous la forme ¢ : y € Y — —sup,cx(—L(z,y)) ou encore la transformée de Fenchel
d’une fonction f : C — R ot C C R? s%écrie f*:y € R — supxec(@, y> — f(x)). I y a beaucoup
de fonction qui peuvent s’obtenir comme le supremum d’une famille de fonction. Il peut étre utile
de savoir calculer leur gradient ou sous-gradient par exemple pour construire des algorithmes.
Dans ce cas on peut utiliser un Théoreme de Danskin ou une extension comme celle de Bertsekas.
Avant cela on rappelle la définition de la sous-différentielle et d’un sous-gradient d’une fonction
convexe.
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Définition 11.1 Soit C un ensemble convere de R™ et f : C' — R une fonction convexe. Soit
x € C. On dit que g € R™ est un sous-gradient de f en x quand pour tout z € C, on a

f(z) > f(2) + (g, 2 — z).

L’ensemble des sous-gradients de f en x est appelé la sous-différentielle de f en x et est noté
0~ f(x).

Si h : C — R est une fonction concave et x € C, on dit que g est un sur-gradient de h
en r que —g est un sous-gradient de —f en x et l’ensemble des sur-gradients de h est appelé
sur-différentielle et est noté 0" h(z).

La notion de sous-différentielle généralise celle de différentielle pour les fonctions convexes car
dans le cas d’une fonction f convexe différentiable en x on a 9~ f(z) = {Vf(z)}. On peut voir
que la sous-différentielle (resp. sur-différentielle) est un ensemble convexe et fermé. On peut aussi
énoncer un résultat du type Euler/Péano/Kantorovitch dans le cas convexe mais non forcément
différentiable : soit f et K convexes, on a x* € argmin, g f(x) si et seulement si 0 € 0~ f(z*) +
Ng(z*) (on retrouve la condition —V f(z*) € Ng(z*) dans le cas différentiable car 9~ f(z*) =
{Vf(z*)} dans ce cas).

Dans le résultat suivant, on caractérise les propriétés de différentiation d’une fonction définie
comme le sup d’une famille de fonctions.

Théoréme 11.2 (Théoréme de Danskin) Soit U un ouvert conveze de R™ et S un ensemble
compact de R™. Soit L : U x S — R. On suppose que :
a) L est continue sur U x S
b) pour tout z € S, L(-,2) est conveze.
On pose f:x € U — max,ecs L(x, z). Pour tout x € U, on pose Z, = {z € Z : max,es L(x,2) =
L(z,z)}. On a :
1) f est conveze
2) pour tout x € U, pour tout v € R™ f admet une dérivée directionnelle en x dans la direction
v donnée par Oy f(r) = max.ez, OuL(-,Y)p 0t OuL(,y), est la dérivée directionnelle de
L(-,y) en x dans la direction v.
3) soit x € U. Si Zy est un singleton {z5} alors f est différentiable en x et dans ce cas le
gradient de f est Vf(x) = VL(-, 22)|g, 0U VL(:, 22)|, est le gradient de L(-, z;) en x.
4) si L(-,z) est différentiable sur U pour tout z € Z et si Vo L(x,-) est continue pour tout
x € U alors le sous-gardient de f en x est donné par

0™ f(x) = conv (Vo L(z,2): z € Zy).

Il existe un extension du Théoreme de Danskin donnée par Bertsekas. En ce qui nous concerne
nous nous intéresserons principalement aux propriétés de différentiation de la fonction duale (et
de la transformée de Fenchel dans un autre chapitre). Dans le cas de la fonction duale 1, le
théoreme de Danskin ne peut pas s’appliquer directement car I’ensemble de la variable dual n’est
pas compact : £ : (2, (A, ) € U x (R” x (Ry)!) — R et donc (A, i) € R” x (Ry)! qui n’est pas
compact. On peut néanmoins, obtenir des résultats intéressants sur le sous-gradient de v et de
dualité forte quand 1 est différentiable.

On va obtenir ces résultats dans un cadre plus générale que les contraintes de type inégalités
“gi(x) = 0” et d’'inégalité “h;(x) < 0” qu’'on appelle les contraintes coniques généralisées. On
peut en effet remarquer que I'ensemble des contraintes

K={zecU:g(x)=0,i=1,...,ret hj(x) <0,j=1,...,1l}
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peut s’écrire sous la forme K = {z € U : F(z) < 0} ou F : z € U — R** est une fonc-
tion vectorielle donnée par F(z) = (g1(x), -, g9-(x),—g1(z),...,—gr(x), h1(x),..., h(x)). Par
ailleurs, dire que F(z) < 0 peut se récrire de maniere équivalente en F(z) € C' ou C est le cone
C = {u € R** : 4 < 0}. On va alors généraliser la forme des contraintes vues jusqu’ici en
regardant les contraintes de la forme

K={zeU:F(x) € C} ouC est un cone de R™
et m est un entier quelconque. On cherche donc les solutions aux problémes de la forme

zeUr:%I(I:;)eCf(x) (1L.1)
ou C est un cone de R™. C’est dans ce cadre des problemes d’optimisation avec contraintes
coniques généralisées qu’on va s’intéresser aux propriétés de différentiation de la fonction duale.
On retrouvera les résultats dans le cadre classique des contraintes d’inégalité et d’égalité en
prenant C' = (R_)?"*,

Dans le cadre de 'optimisation avec contraintes coniques généralisées, la variable duale prends
ses valeurs dans le cone dual de C. On retrouve bien la contrainte duale p > 0 car le cone dual
de C = (R_)*H est C° = {u: (u,v) <0,Vv € C} = (Ry)* . On définit alors la fonction de
Lagrange par

‘ { UxC° — R
(x,1) = f(2)+ (u, F(x))
et la fonction duale par
y { c° — R
o = infecr (f(2) + (p, F(2)))

C’est bien le cone dual C° de C qui apparait ici comme espace de la variable duale p car c’est
en faisant ce choix qu’on récupere le probleme d’origine (11.1) comme probléme primal de £. En
effet, on a pour tout x € U,

f(x) s F(x)eC

+00 sinon

p(x) = sup L(z,p) = {
nece
et donc le probleme primal inf,cr ¢(x) est exactement le probleme (11.1).
On a toujours de la dualité faible sans aucune hypothese (voir Proposition 1.3) :
sup inf L(z,p) < inf sup L(x, 11.2
sup jnf ( u)_erueggo (, ) (11.2)
on s’intéresse aux cas ou il y a dualité forte cad ou il y a égalité dans ’expression du dessus car
dans ce cas, la Proposition 1.6 dit que £ a un point-selle et donc dans ce cas on peut appliquer
les théoremes de dualité Lagrangienne, par exemple celui de la conclusion 1, pour déduire des
solutions du probleme dual, les solutions du probléme primal (et donc, de maniere équivalente,
de (11.1)).
On va montrer ici que si ¢ est différentiable en un p* € C° solution du probléeme dual alors

le duality gap est nul et donc on a dualité forte. On donne d’abord une caractérisation générale
de la sur-différentielle de .

Proposition 11.3 Pour tout p € C°, on note U, = {x € U : L(z, ) = mingey L(x,p1)}. On a
conv{F (z):x € Uy} C 0 (u)

ou, conv désigne l’enveloppe conveze fermée.
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Preuve. On suppose que U, # 0. Soit =, € U,. On a pour tout pg € C°,

(o) = l}rellfjﬁ(x, po) < L(zpy, po) = f(zu) + <M0,F($u)>

= f(@p) + (o Fap)) + (po — p Fap)) = L2y, 1) + (po — p, F())
= ¢(p) + (po — 1, F())

donc F(z,,) est un sur-gradient de ¢ en p. On obtient le résultat vu que 974 (u) est convexe et
fermé. [

Définition 11.4 On dit que la fonction duale vérifie la filling property en pu € C° quand
conv{F(z):x € U,} = 0T ().
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