Théoreme d’Euler/Péno/Kantorovitch, hypothese de qualification
et preuve du théoreme de KKT

Guillaume Lecué!

Le but de cette section est de présenter les outils de géométrie différentielle qu’on utilise
pour démontrer des théoremes d’optimisation tels que celui des extrema liés ou celui de KKT.
On commence par un résultat trés général, celui de Euler/Péano/Kantorovitch qui permet de
retrouver tous les autres théoréemes en optimisation avec ou sans contrainte.

1 Approximation du premier ordre d’un sous-ensemble de R”

But : Un probleme d’optimisation implique deux objets mathématiques : la fonction objectif
f et la contrainte K. Dans le deuxiéme chapitre de ce cours, on a donné une approximation
locale d’une fonction par une fonction affine. Le gradient est 'outil clef pour construire cette
approximation. Cela nous sera utile pour approcher f localement. Dans cette section, on construit
une approximation locale de ’ensemble K. Décrire localement f et K va permettre d’identifier
des conditions (du premier ordre) nécessaires d’optimalité d’un point z* € K pour le probleme
mingeg f(z) (voir Figure 2).

On commence par donner une description locale d’une contrainte K. La question qu’on sou-
haite résoudre ici est de savoir a quoi ressemble K si on regarde cet ensemble a partir de 'un de
ces points x € K. Pour cela, on rappelle la notion de vecteur tangent a une surface.

Définition 1.1 Soit K un sous-ensemble de R™ non vide. Soit x € K. On dit que v € R™ est
tangent a K en x quand il existe deux suites (A\p)r C R et (vi)r C R™ telles que (Ag)x 1 0,
T+ A\gup € K et v =limy, v.

L’ensemble des vecteurs tangents & K en x est ce a quoi ressemble K quand on regarde K en
se plagant en x. C’est la raison pour laquelle, on a longtemps cru que la terre était plate ; en effet,
quand on se place a la surface de la terre (comme nous), la terre ressemble a une vaste étendue
plate (c’est parce que ’ensemble des vecteurs tangent & une boule en un point de sa surface est
un demi-espace). C’est donc cet ensemble qu’on va utiliser pour décrire localement une contrainte
K. 1l se trouve que cet ensemble a une propriété algébrique : il est positivement homogene, cad
si x est dans cet ensemble alors Ax aussi pour tout A > 0. Un ensemble ayant cette propriété est
appelé un céne. On va alors introduire la notion suivante.

Définition 1.2 Soit K un sous-ensemble de R™ non vide. Soit © € K. Le cone tangent a K
en z, noté Tk (x), est l'ensemble de tous les vecteurs tangents a K en x. En d’autres termes,
Tk (x) est défini par

Tk(z) = {U € R™ : I( M) CRY, (vi)r C R™ tel que ()i L 0,24+ Aoy € K et v = lil?lvk} i
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On montre d’abord que Tk (x) est bien un cone. On montre aussi qu’il est fermé.
Proposition 1.3 Soit K C R" non vide et © € K. Alors Tk () est un céne fermé.

Preuve. On montre d’abord que Tk (z) est bien un cone : soit v € Tx(z) et A > 0, montrons
que \v € Tk (x). Si A =0, on a bien A\v = 0 € Tk (x). Sinon, on écrit v = limg vy ou (vg)r C R™
tel que x + A € K et (Ag)r 4 0. On a alors, Av = limy A\vg et + (Ag/A) v € K et (Ax/N)k 0.
Donc \v € Tk (x).

Montrons que Tk (z) est fermé. Soit (v(*)), C Tk () une sous-suite convergeant vers un point
v € R™. Montrons que v € Tk (z). Pour tout £ € N, non note ()\,(Tlf))m C R" et (v,gf))m C R” tel
que v®) = 1im,, vgf), (A%’f))m J0etxz+ A&’i)v,ﬁ’i) € K pour tout m € N. On va faire une méthode
d’extraction triangulaire itérative : on suppose construits ky_1 et my_1 a I’étape £ € N*, on note

ky € N, tel que Hv(k@) —’UH2 < 1/l et kp > ky_1 et my > my_q tel que Hvﬁ,ff) — plke) , < 1/0 et
AR < min(A%Y, 1/0). On aalors (Aet)e L0, 2 + AB0vire) € K et
v = lim vfjj‘v’).
¢ £
On a donc bien v € Tk (x). [ ]

Exemples : On donne quelques exemples de cones tangents a un sous-ensemble K C R™ non
vide :

1) si K =R" alors Tk (a) = R" pour tout a € K,

2) siK ={z €R": (z,w)+b < 0} alors Tx(a) = { € R" : (z,w) < 0} quand (a,w)+b=0

et Tx(a) = R™ si (a,w) +b <0,

3) si K ={z € R": (z,w) + b= 0} alors Tx(a) = {x € R" : (x,w) = 0} pour tout a € K,

4) si K = {(x,y) € R? : 2 < 0,y < 0} alors pour a = (7,y), Tk(a) =R"siz < 0et y <0,

Tx(a) ={(z,y) eR?: 2 <0}siz=0ety <0, Tk(a)={(z,y) ER2:y <0} siz<O0et
y=0et Tk(a) ={(z,y) ER?:2 <0,y <0}siz=0et y=0.

5) si K = {a} alors Tx(a) = {0}.

On peut aussi faire le lien entre cone tangent et gradient d’une fonction quand on regarde
les lignes et ensemble de niveau de cette fonction et de sa meilleure approximation au premier
ordre. Idéalement, on voudrait que le cone tangent a L¢(f(x)) = {y € U : f(y) = f(x)} ou a
Li(< f(x))={yeU: fly) < f(x)} en x soit égal au cone tangent a L, (f(x)) ou a celui de
Lr, (< f(x)) en x. Ici, on note par F, la meilleure approximation affine de f en x donnée par

F,:veU— f(z)+(Vf(z),v—uz). (1.1)

On a en effet, quand h — 0, f(z + h) = F(z + h) + o(||h||) et F est affine. On commence par
donner les cones tangents a Lr, (f(x)) et Lg, (< f(x)) en .

Proposition 1.4 Soit U un ouvert de R"™ et f : U — R. Soit x € U. On suppose que f est
différentiable en x. On considére Uapproxzimation affine F, de f en x. Les cones tangents a la
ligne et l’ensemble de niveau f(x) de f en x sont

Trp (f@) =y ER™: {y, Vf(z)) = 0} = vect(V f(x))*

et
Tep (<t =y €R™: (y, Vf(x)) < 0}.



Preuve. Par définition de F) et de sa ligne et de son ensemble de niveau f(z), on voit que

Lo (f@)={yeU: Fuy) = f(2)} = {y € U : (Vf(),y —x) = 0} = <$+vect (Vf(x ))L)mU

et
Lr(<f@) ={y€U: Fuy) < f@)} = {y € U: (Vf(x),y - z) <0}

Comme U est un ouvert et x € U, on a BY(x,¢) C U pour un certain € > 0 (ott BY(x,¢) = {y €

" |z — yll; < €}). Comme la notion de cone tangent & un sous-ensemble en un point est une
notion locale, on voit que le cone tangent & Lp, (f(x)) en x coincide avec celui de Iespace affine
x + vect(V f(z))*, c’est donc I'espace vectoriel qui le dirige cad vect(V f(x))*.

Le cone tangent & I'ensemble de niveau Lp, (< f(x)) est le demi-espace {y : (V f(z),y) < 0}
car comme U est ouvert et x € U, que localement L, (< f(z)) coincide avec x+{y : <V f z),y) <
0} et donc leurs cones tangents sont égaux. Celui du demi-espace affine z + {y : <V flx > <0}
est donné par son demi-espace linéaire qui le dirige, cad {y : <V f(x), > < 0}. [ |

\/

La Proposition 1.4 donne les descriptions locales au premier ordre de la ligne de niveau
L, (f(z)) et de 'ensemble de niveau Lr, (< f(z)). Comme F, est une application affine (restreinte
a U), ces lignes de niveau et ensemble de niveaux sont des respectivement des espace affines et
demi-espace affines (restreints a U). Ce sont donc des objets déja affines. Donc leurs descriptions
locales coincident avec les ensembles qu’ils décrivent (a la translation en 0 pres). Idéalement, on
aimerait pouvoir retrouver ces cones (obtenus pour F;) pour les lignes et ensembles de niveau de
f. On commence par étudier le cone tangent a la ligne de niveau f(x) de f en z.

Proposition 1.5 Soit U un ouvert de R"™ et f : U — R. Soit x € U. On suppose que f est
différentiable en x. On a

TLf(f(x)) (x) C VeCt(Vf(l‘))J‘.

Preuve. On note S = L¢(f(x)) (on vérifie bien que = € S). Soit v un vecteur tangent a S en
x. Montrons que <v,Vf(x)> = 0. Si v = 0 c’est bien vérifié. On suppose que v # 0. On note
(vr)r C R™ tel que vy, — v et (Ag)r C RY tel que Ay L 0 et xp := x + \vp, € S. Quand k — oo,
on a x — = (car Ayvg — 0) et donc

0= flzx) = f(2) = (Vf(@), 20 — z) + ollor — 2l3) = [z — 2], <<Vf(x), H?j)TkII2> + 0(1)> :

Alors, quand k — oo, (Vf(z ) |v H )+ 0(1) = 0. Par, ailleurs, la continuité de la norme ||-||, nous

dit que ||vk||2 — |lv|ly # 0. Alors pour tout k assez grand, ||vg|l, > € pour € > 0. En en déduit
que <Vf Uk> — 0 et donc

(Vf(z),v) = hm<Vf ,uk) = 0.

Donc Ts(z) C vect(V f(z))*.

Réciproquement, on aimerait pouvoir décrire exactement et simplement T's(x) par vect(V f(x))*
comme on a pu le faire pour F, dans la Proposition 1.4. Mais, on n’a pas toujours Tgf(f(x))(m) =
vect(Vf(2))*+. On peut par exemple le voir avec la fonction f : (z,y) — 22+ %% On a S =
L¢(0) = {(0,0)} alors Ts((0,0)) = {(0,0)} mais Vf((0,0)) = (0,0) donc vect(Vf(z))*t = R?;
on a donc Ts((0,0)) # vect(V f(x))*. Pour avoir Ts(x) = vect(V f(x))*, il faut faire 'hypothese
que l'ensemble S = {z : f(z) = f(2*)} est qualifiée en x (on verra en détails cette hypothese
plus tard). C’est le but de ’hypotheése de qualification (et méme sa définition) de donner une



description simple du cone tangent a une contrainte. Pour le moment, on ne souhaite pas devoir
faire ce type d’hypothese portant sur f. Pour ’éviter’ cette hypothese, on travail plutot avec ’en-
semble de niveau f(x) plutot que la ligne de niveau f(x). En effet, dans ce cas, on retrouve bien
une description simple du cone tangent a cet ensemble comme on le montre dans la proposition
suivante.

Proposition 1.6 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R. Soit x € U. On suppose que f est
différentiable en x. On a

Preuve. On note S = L¢(< f(x)) (on vérifie bien que « € ). Soit v un vecteur tangent a S
en x. Montrons que <v, Vf($)> < 0. Si v = 0 c’est bien vérifié. On suppose que v # 0. On note
(ve)r C R™ tel que v, — v et (Ag)r C RY tel que Ay | 0 et p := x + A\vp € S. Quand £ — oo,
on a xp — = (car A\gvr — 0) et donc

0 < f(o) = £(a) = (V)i =) + ol = ally) = ok = ol (@), 25) + o(1) )

Alors, quand k — oo, (Vf(z ) |ka )+ 0(1) > 0. Par, ailleurs, la continuité de la norme ||-||, nous
dit que |lvg|l5 = ||v]], # 0. Alors pour tout k assez grand, |lvg||, > € pour € > 0. En en déduit que

<Vf(:n),v> = hm<Vf vk> > 0.

Donc Ts(z) C {y € R": (y, V f(z)) < 0}.

Pour la réciproque, on prends un vecteur y € R™ tel que <y, Vi(x > < 0. Comme on sait que
les cones tangents sont fermés, il suffit de prendre y tel que <y, Vf(x )> < 0. On veut montrer que
y est un vecteur tangent a L¢(< f(z)) en z. On prend A\, = 1/k et v, = y. Montrons que pour
tout k assez grand on a x + Apvy € Lf(< f(x)). Cela impliquera le résultat car vy, — y. On veut
donc montrer que f(x 4+ A\yy) < f(z) pour k assez grand. On a quand k — oo,

o+ A\y) —
Ak

—< V() +o(1)

Alors, comme (y, Vf(z)) <0, pour k assez grand, on a bien f(z 4+ Agy) < f(z). On a donc bien
1 qui est tangent.
Par donner précisément 'argument de fermeture qu’on utilise ici, on observe qu’on a montré

{y eR™: (y, Vf(2)) <0} C Tp, (< f(a)(@)-

En passant a la fermeture dans cette inclusion et vue que T, H(< f(x))(x) est fermé, on a obtient
bien la réciproque. [ |

Contrairement a la Proposition 1.5 qui ne permet pas de décrire le cone tangent a L¢(f(x))
exactement en fonction de son cone linéaire vect(V f(z))* (cad le cone qu’on obtient quand on
change f en sa meilleure approximation affine F, en z), dans le cas des ensembles de niveaux
le cone tangent a L;(< f(x)) coincide avec celui de Lg, (< f(x)), cad avec son cone linéaire
{y e R™: <y, Vf(m)> < 0}. C’est ce que nous apprend la Proposition 1.6. Ce qui est une bonne
chose car cela nous évitera une hypothese de qualification supplémentaire dans les théoremes
comme KKT (qu’on verra plus loin). Au-dela de aspect purement mathématique, les deux pro-
positions 1.5 et 1.6, nous montrent que la bonne maniere géométrique de voir les résultats d’opti-
malité en optimisation est que les points z* solutions du probleme d’optimisation sont ceux pour



lesquels ’ensemble (et non pas la ligne) de niveau f(x*) rencontre la contrainte K pour la pre-
miere fois. Cette rencontre de L¢(< f(2*)) avec K aura des implications sur les descriptions au
premier ordre de L;(< f(x*)) (donnée exactement par son cone linéaire dans Proposition 1.6) et
celle de K. Malheureusement, décrire localement K au premier ordre nécessitera cette hypothese
supplémentaire de qualification mais cette fois uniquement sur K car comme on I’a déja vu pour
L¢(f(x)) dans la Proposition 1.5, le cone tangent ne se décrit pas toujours facilement a I’aide du
cone linéaire.

On finit sur les cOnes tangents avec une propriété des cones tangents a un ensemble K convexe
qui nous sera utile en (OCD).

Proposition 1.7 Soit K un ensemble convexe non vide de R™. Soit x € K. Le cone tangent a
K en x est donné par

Tk(x)={ANy—=z):y € K,\>0}.

Preuve. Soit y € K et A > 0. Montrons que A(y — z) € Tk (x). Pour tout k € N tel que k > A,

on a ) \ \
x+E)\(y—:c): (1—k>x+(k>y€K

car 0 < A\/k <1 et K est convexe. Donc A\(y — x) € Tx(x). Par ailleurs, Tk (z) est un ensemble
fermé (voir Proposition 1.3), donc

{My—2x):ye K,A >0} C Tk(z).

Montrons maintenant ’autre inclusion. En fait, I’autre inclusion est vraie méme quand K n’est
pas convexe. Soit v un vecteur tangent a K en x. On veut montrer que v € {A(y —x) : y € K, A > 0}.
Soient (Ag)r C R et (vg)r C R™ telles que (Ag)g L 0, z + Apvg, € K et v = limy v. On a

v = 1i11€rn Me(T) — ) oz, = @ + Ay

et z € K pour tout k € N. Alors la suite (A\x (2 — )k est une suite de {\(y —z) : y € K,\ > 0}
qui converge vers v. Donc, v € {A\(y —z) : y € K, > 0}. ]

Il existe une maniere duale de décrire un cone. On utilise cette notion de cone dual ici car le
cone tangent de L;(< f(z*)) — I'ensemble de niveau f(z*) de f —est {y : (y, Vf(z*)) < 0} (voir
Proposition 1.6). On peut donc décrire simplement ce cone tangent par son vecteur normal qui
est donné ici par V f(z*). Or passer d'un demi-espace (ici {y : (y, Vf(z*)) < 0}) & son vecteur
normal (ici Vf(z*)) est un argument de dualité. On va donc préférer décrire localement une
fonction par son gradient, ¢a a dire par le vecteur normal & son cone tangent plutot que par son
cOne tangent dont la description est moins aisée. On va faire de méme pour la contrainte K : au
lieu de décrire localement une contrainte par son cone tangent, on va le décrire par le cone dual
de son cone tangent. On introduit cette notion maintenant de cone dual maintenant.

Définition 1.8 Soit T' un cone de R™. On appelle cone dual a T le cone
T°={z€R": (2,v) <0,Vv €T}

Si K est un sous-ensemble non-vide de R" et x € K, le céne normal @ K en z est noté Nk (x),
c’est le cone dual de T (x). Il est donc défini par

Nig(z) = (Tk(2))° = {2z € R" : (z,v) <0,Yv € Tk(z)}.



On vérifie d’abord que le cone dual a T est bien un cone et aussi qu’il est fermé.

Proposition 1.9 Soit T' un céne de R™. Le cone dual T° est un cone convezxe fermé et conveze.

Preuve. On montre que T° est un cone. Si z € R" est tel que <z, v> < 0 pour tout v € T alors
<)\z,v> < 0 pour tout v € T et A > 0. Donc Az € T° et donc T° est bien un cone.

Montrons que 71° est convexe. Si 21,29 € T° et 0 < A < 1 alors pour tout v € T, on a
(Az1 + (1= N)z2,v) = A(21,v) + (1 — A){22,v) < 0. Donc Az1 + (1 — A)zp € T°.

Montrons que 7° est un fermé de R™. Soit (zx)x une suite convergente de 7° de limite notée
z € R™. Montrons que z € T°. Soit v € T, on a pour tout k, <zk, v> < 0 et donc en passant a la

limite,

on a <z,v> < 0. Ceci étant vrai pour tout v € T, on a bien z € T°. [ |

On donne quelques exemples de cones duaux en reprenant les exemples de cones tangents

ci-dessus (voir aussi la Figure 1) :

)
2)

3)

4)

si K = R" alors Tk (a) = R"™ pour tout a € K et Ni(a) = {0}

si K ={ze€R": (z,w)+b<0} alors Tk (a) = {z € R": (z,w) < 0} et Ng(a) = {Iw :
A >0} quand {(a,w) +b=0 et Tx(a) =R™ et Ng(a) = {0} si (a,w) +b <0,

si K ={zeR": (z,w)+b=0} alors Tx(a) = {x € R" : (z,w) = 0} et Ng(a) = vect(w)
pour tout a € K,
si K ={(z,y) €eR?:x
r<0ety<0, Tk(a)
y <0, Tg(a) = {(z,y)
Tk(a) = {(z,y) € R?:
y=0.

si K = {a} alors Tk (a) = {0} et Ni(a) = R".

0,y < 0} alors pour a = (z,y), Tk(a) = R™ et Ng(a) = {0} si
{(z,y) € R?: 2 < 0} et Ng(a) = {(A\,0): A >0} siz=0et
R?:y <0} et Ng(a) = {(0,\) : A >0}siz<Oety=0et
<0,y <0} et Ng(a) = {(p1,p2) : 1 > 0,2 >0} sizx =0 et

g8 m Il IA

T = {A1w1+/\2 21 A, Ag > O}

FIGURE 1 — Un cone T et son cone dual T°.

Dans la Proposition 1.7, on a décrit le cone tangent en un point x € K d’un ensemble convexe
K. On peut aussi décrire son cone normal. Ce résultat nous sera utile pour les théoremes en
optimisation convexe différentiable.



Proposition 1.10 Soit K C R™ un ensemble convexe non vide. Soit x € K. Le cone normal a
K en x est
Nk (x) = {z cR™: <z,y—a:> <0,Vy € K}

Preuve. Par définition du cone normal a K en x et par la Proposition 1.7, on a
Nig(z) ={z € R": (z,v) <0,Yv € Tk (z)}
= {zER" : <z,v> <0,Vve{Ay—uz):y€ K,)\ZO}}

:{zeR":<z,v>gO,VUG{)\(y—x):yEK,)\ZO}}
:{ZER”:<Z,y7m>§O,VyEK}

ou l'avant-derniere égalité est due a la continuité de la fonction v — <z, v> pour tout z € R™". =

En conclusion, on décrira localement une fonction par son gradient qui donne la description
duale de la meilleure approximation affine de f en un point. De méme on décrira une contrainte
localement par son céne normal. Aux points solutions du probléeme min,c g f(z), on verra que
ces deux descriptions locales vont donner une condition nécessaire qu’on appelle condition d’Eu-
ler /Péano/Kantorovitch.

2 Théoréme d’Euler/Péano/Kantorovitch

But : Le but de cette section est de donner une condition que toute solution a un probléeme
de la forme min, e f(z) doit satisfaire & partir des approximations locales du premier ordre de f
et K. Tous les théoremes d’optimisation différentiable du premier ordre découlent de ce théoreme
(comme KKT, extrema lié ou la condition du premier pour les problemes d’optimisation sans
contrainte). Ce résultat fera aussi ressortir la nécessité de donner une description simple du
cone normal (qu’on obtiendra en faisant une description simple du cone tangent). C’est-a-dire a
I'introduction de ’hypothese de qualification.

Théoréme 2.1 Soit U un ouvert non vide de R™ et f : U — R différentiable. Soit K C U et
r* € K. Siz* est un minimum local de fix alors =V f(x*) € Ni(z*).

Preuve. Comme z* un minimum local de fg, il existe g > 0 tel que pour tout z € K N
By (z*, €0), f(x) > f(2*). Comme f est différentiable en z*, on a quand z — z*,

fl@) = @) + (V@) z —2") + oz — z*|ly).

Ainsi pour tout z € K N By(z*, €¢)) tel que z — z*, on a <Vf(x*),:v — x*> +o(l|lx —x*||y) > 0 et

donc «
Tr—x

(Vf(z"), ) +0(1) > 0. (2.1)

[ —2*|5

Soit v € Tk(z*), montrons que (—V f(z*),v) < 0. On suppose v # 0 (le cas v = 0 est
immédiat). On considere (M) C RY et (vg)r C R™ telles que xp 1= 2* + Ay, € K, v = limy, vy,
et (Ax)r 4 0. Comme (vg) converge, elle est bornée et comme (A\g)x J 0 on a que (Apvg)x tend
vers 0 et donc xp, — =* quand k — co. On peut alors appliquer (2.1) : quand k — oo,

(V@)

_ *
N
|zk — 2|,
et comme ((zx—x*)/ ||zg — 2*||5)k tend vers v/ [[v]ly. Ona (V f(z*),v) > 0 cad (=V f(z*),v) < 0.
Ceci étant vrai pour tout v € Tk (z*), on en déduit que —V f(z*) € Nk (z*).
|



Commentaires sur le Théoréme d’Euler/Péano/Kantorovitch :

1) On ne suppose rien d’autre sur K sauf que K C U. En particulier, K n’est pas supposé
étre un fermé de R™. On peut donc prendre K = U dans le Théoreme 2.1. Dans ce cas, tout
point @ € U est tel que Ba(x,¢p) C U donc Tx(xz) = R™ et alors Ni(z) = {0}. La condition
d’Euler /Péano/Kantorovitch s’écrit alors “V f(z*) = 0”. C’est-a-dire, x* est un point critique! On
retrouve donc la condition du premier pour les problemes d’optimisation sans contrainte qu’on a
rencontrés au chapitre précédent.

2) Le théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch s’interprete géométriquement comme dans la
Figure 2 : le premier ensemble de niveau de f en contact en un point z* avec la contrainte K
doit satisfaire que ses vecteurs normaux comme V f(z*) sont dans 'opposé du cone normal & K
en z*.

3) On ne sait appliquer le théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch uniquement quand on sait
décrire facilement le cone normal & K en x*. C’est le but de 'hypothese de qualification d’assurer
que N (x*) s’écrit facilement en fonction des fonctions ¢y, ..., g, h1, ..., h décrivant K.

4) Contrairement & ce que peut laisser penser la Figure 2, on n'a pas Vf(z*) € Tk(z*).
En fait, d’'un point de vue conceptuel, V f(z*) est un objet dual (c’est le vecteur qui engendre
I'espace normal a 'hyperplan tangent a f en z*) alors que Tk (z*) est un objet primal, c’est
I’approximation au premier ordre de K en z*. Ce ne sont donc pas des objet de méme type
méme si ici ils sont tous les deux sous-ensemble ou élément de R™. En effet, dans ce cours on ne
travaille qu’en dimension finie, ces deux objets vivent donc le méme espace, on peut donc étre
tenté de supposer que Vf(z*) € Tk (z*) au vu de la Figure 2. Cependant, on peut voir sur un
exemple que ce n’est pas le cas. On prend la fonction objectif f(x,y) = x + y et la contrainte
K =R* x{0}U{0} xR". On voit que min, ,)cx f(z,y) est atteint en I'unique point z* = (0,0).
Mais Vf(z*) = (1,1)T et Tk (z*) = RT x {0} U {0} x R* donc Vf(z*) ¢ Tk (z*).



o+ Tg(z*) = z* + {v: (Vhi(z*),v) <0,(Vhe(z*),v) <0}
{’:c : ha(z) = 0}

Vhs(x)

VhQ ($*) \

Vhl(m*)
+ )\QVhQ(.'I}*) . )\1, /\2 Z 0}

\\ {z: fz) < f(a")} = Lp(< f(27))

FIGURE 2 — Interprétation géométrique du théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch : —V f(z*) €
Nk (z*). Quand la contrainte K est qualifiée en z*, on a en plus Ng(z*) = {A\Vhi(z*) +

X Vha(z*) @ A, A2 > 0} et donc E/P/K donne dans ce cas KKT : Vf(z*) + A\ Vhi(2*) +
AoVho(z*) = 0 pour certains A, A2 >0

3 Qualification d’une contrainte K en un point z € K

But : Le but de ’hypothese de qualification est de décrire simplement le cone normal pour
pouvoir appliquer le Théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch. Ici, on donne une définition de la

qualification d’une contrainte en un point via une description simple du cone tangent qui implique
une description simple du cone normal.

Etant donné un ouvert U de R™, on considere un ensemble de contrainte K de la forme

_ . (@) = =g(x) =0
K—{“U' ha(z) <0, hi(x) <0 (3:-1)
pour gi,...,¢, : U — R définissant les contraintes d’égalité et hy,...,h; : U — R définissant les
contraintes d’inégalité.

On s’intéresse dans cette section a décrire le cone tangent a K en un point x € K. On
commence avec la proposition suivante.



Proposition 3.1 On considére K comme dans (3.1). On suppose que gi,...,Gr, hi,...,hy sont
différentiables. Soit x € K. On note J(x) ={j € {1,...,l} : hj(z) =0}. On a

n . (Vgi(z),v) =0,Vi=1,...,r
TK(Z”)C{”ER ' <<ghj(x),>v>§0,Vj€J(w) }

Preuve. Soit v € Tk (). On écrit v = limy v ol (vg)r C R™, & + A\yvp € K pour (Ag)k 4 0. On
a pour tout k € N, tout i =1,...,r et j € J(x),

hj(xz + Agog) <0 et gi(z 4+ Agvg) = 0. (3.2)

Comme (vg)x est une suite convergente, elle est bornée. Par ailleurs, (Ag)r J 0 donc (Agvg)r —
0. On a alors quand k — +o0, pour tout j € J(x),

0> hj(a + Mewow) = hy(@) + (Vhy (), M) + o[ Akilly) = (Vhs(), o) + oI Awelly)
car hj(x) =0 pour j € J(z) et pour tout i = 1,...,1, g;(x) = 0 donc
0 = gi(x + Agvg) = gi(2) + (Vgi(2), Akvr) + o[ Mevrlly) = (Vgi(@), Avr) + o( [ Mvrlly)-
On a alors quand k — 400, pour tout j € J(x),
(Vh;(x),vr) + o(1) < 0 et donc (Vh;(z),v) <0
et pour tout ¢ =1,...,1,
(Vgi(z),vr) + 0(1) = 0 et donc (Vg;(z),v) = 0.
|

Exemple d’inclusion stricte : On considere 'ensemble K = {(z1,72) € R? : 21 > 0,29 >
0,z122 = 0}. On voit que z = (0,0) € K et on veut comparer les deux cones T (Z) et le cone
“linéarisé” de la Proposition 3.1. On écrit K sous la forme standard : K = {z € R? : gi(z) =
0,h1(x) <0, he(z) <0} ot g1(z) = 122, h1(x) = —21 et ha(x) = —2 pour x = (z1,22) € R%. On
a:

Tr(z) =Ry x {0} U{0} x Ry

et
L(z) :={v e R": (Vg1(2),v) = 0,(Vhi(Z),v) <0 et (Vha(Z),v) <0} =Ry x Ry.

On a donc bien Tk (Z) C L(Z) comme annoncé dans la Proposition 3.1, mais I'inclusion est
stricte; il n’y a pas égalité. Néanmoins, on peut voir que les cone duaux sont eux bien égaux :
Tk(z)°=L(z)°=R_ xR_. ]

L’inclusion réciproque n’étant pas vraie en générale dans la Proposition 3.1 (voir le contre-
exemple ci-dessus ou celui en dessous de la Proposition 1.5), on va devoir supposer qu’elle 'est
pour pouvoir décrire Tk (x) simplement. C’est le but de ’hypothese de qualification dont on donne
la définition maintenant.

Définition 3.2 Soit K une contrainte définie comme dans (3.1) et x € K. On suppose que
iy« Grs h1, ..., by sont différentiables. On dit que K est qualifiée en x quand

(Vgi(x),v) =0,Vi=1,....r }

Tk (z) = {” SR Thy(),v) < 0,95 € J(x)
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Commentaires sur I’hypothése de qualification :

1) La contrainte de qualification revient donc & supposer que 'inclusion réciproque dans la
Proposition 3.1 est vraie.

2) En pratique, I'hypothese de qualification est tres difficile a vérifier. Cependant, on peut
donner des conditions suffisantes qui impliquent la qualification. On a déja vu deux conditions
remplissant ce role : la condition de Mangasarian-Fromovitz et la condition QC-A. On en verra
encore d’autres.

3) L’hypothese de qualification de K est une propriété des fonctions (g;); et (h;); et non de K
en tant que sous-ensemble de R™. On peut, par exemple, trouver des exemples ol une contrainte
K se décrit de maniere équivalente par deux systemes de fonctions (g;); et (hj); et (g;)i et (h});
pour lesquels K peut étre qualifiée pour le premier systeme mais pas pour le deuxieme. Par
exemple, on a

K={(z,y) eR?*: 22 + > =0} = {(z,9) e R*: 2 =0,y = 0} = {(0,0)}

qui est une contrainte qui se décrit par une contrainte d’égalité g;(x,y) = 2% + y* dans le pre-
mier cas et par deux contraintes d’égalité dans le deuxieme cas g} (z,y) = = et gh(z,y) = y.
On a Tk ((0,0)) = {(0,0)} et dans le premier cas, le cone linéaire & K en (0,0) est L((0,0)) =
{fv € R? : (Vg1((0,0)),v) = 0} = R? et dans le deuxieme cas, le cone linéaire & K en (0,0)
est L'((0,0)) = {v € R? : (Vg{((0,0)),v) = 0et (Vgy((0,0)),v) = 0} = {(0,0)}. On a
Tk ((0,0)) = L2((0,0)) donc la contrainte K est qualifiée en (0,0) quand K est décrit par les
deux contraintes d’égalité go et g3 mais Tk ((0,0)) # L1((0,0)) donc K n’est pas qualifiée quand
K est décrite par I'unique contrainte d’égalité g;. Pourtant K est exactement le méme ensemble,
c’est le singleton {(0,0)}, mais les deux descriptions ménent a des conclusions différentes concer-
nant sa propriété de qualification. En conclusion, la propriété de qualification est donc bien une
propriété dépendante de la description de K par les fonctions (g;); et (h;); et non une propriété
géométrique de ’ensemble K en soit.

4) Dire que K est qualifiée en = revient a dire que le cone tangent & K en x est un polytope
dont les faces ont pour vecteurs normaux les gradients

Vai(z),...,Vgr(x), =Vag1(x),..., =Vgr(x), (Vh;i(T))jcs(@)-

5) 1l est possible de définir ’hypothese de qualification de maniére plus minimale que celle
de la Définition 3.2. Par exemple, dans le contre-exemple suivant la Proposition 3.1, on a bien
l'inclusion stricte Tk (z) C L(z) mais Tk (Z) # L(z) alors que les cones duaux sont eux égaux :
Tk (z)° = L(z)° = R_xR_. On peut, en fait, définir la qualification d’une contrainte en supposant
que le cone normal a K en x est égal au cone dual du cone linéarisé de K en x. C’est-a-dire, on
peut définir la qualification de K en x par “K est qualifié en x € K’ quand

Z/\ 'Vgi(a +Z>\ ~Vgi(a Z 1;Vhi(a) : XN A i >0b (3.3)

jeJ(a

ol, on le verra dans la suite, que

ZA 'Vgi(a +Z)\() (—Vgi(a Zu]Vh A AP >0

i=1 jeJ(a

est le cone dual de

bepn. (Vgil@)v)=0Vi=1,.. r
{ SR Ty v) < 0.9 € T() }
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On peut montrer tous les résultats sous 'hypothese de qualification telle que définie dans (3.3) &
la place de celle de la Définition 3.2. La relation (3.3) étant impliquée par celle de la Définition 3.2,
elle est donc plus faible et, en particulier, couvre le cas du contre-exemple suivant la Proposi-
tion 3.1. Néanmoins, dans le cadre de ce cours, on définira la qualification d’une contrainte grace
a la Définition 3.2 qui est celle la plus communément utilisée méme si dans toute nos preuves on
n’utilisera que la relation (3.3).

4 Preuve du théoréeme de KKT

Dans cette section, on démontre le théoreme de KKT & partir du théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch.
D’une maniére générale, pour pouvoir appliquer Euler/Péno/Kantorovitch, on a besoin de savoir
décrire facilement le cone normal Ng (x*). C’est le but de 'hypothese de qualification. Néanmoins,
cette hypothese porte sur le cone tangent et non directement sur le cone normal. Comme sous
hypothese de qualification, le cone tangent est un cone polyédral, on va d’abord devoir décrire les
cones duaux aux cones polyédraux.

4.1 Cone dual d’un cone polyédral

On commence par rappeler la définition d’un polyedre (ou polytope).

Définition 4.1 Un polyédre est une intersection de demi-espaces affines. C’est un ensemble de

la forme
{veR": Av < b}

ot A e R*™ b e R et “Av < b7 signifie que (Av); < b; pour tout j =1,...,L.

Les contraintes d’égalité de K menent aux conditions “<Vgi(v), v> = 0" pour le cone tangent
qui définissent des hyper-plans affines de R™ et non des demi-espaces affines. Néanmoins, on peut
réécrire de maniere équivalente 1’équation “<Vgi(:1:),'u> = 0” sous la forme de deux équations
“<Vgi(x),v> <07 et “—<Vgi(x),v> < 0” définissant chacune un demi-espace affine. Ainsi, sous
I’hypothese de qualification, le cone tangent a K en z € K s’écrit

Vgi(x),v> =0,Vi=1,...,r }

Tk () = {U €R™: <<th(x),v> <0,Vj € J(z)

qui est donc bien un polyedre au sens de la Définition 4.1. On est donc bien amené a décrire le
cone dual d’un cone polyédral. C’est le but de la section suivante.

But : Décrire simplement le cone normal Ng(x) & K en z € K quand la contrainte K est
qualifiée en x. Sous cette hypothese de qualification, le cone tangent est un polyedre ; ¢’est donc
a la fois un cone et un polyedre : c’est un cone polyédral pour lequel on peut décrire le cone
dual et ainsi avoir une description du cone normal Ng(x) sous I'hypothese de qualification. On
commence d’abord par décrire les cone polyédraux.

Lemme 4.2 Si C est un cone polyédral alors il existe une matrice A € R™>™ telle que C = {v €
R™: Av < 0}.

Preuve. Comme C est un polyedre il existe A € R*™ et b € R tels que C' = {v € R™ : Av < b}.
Comme C' est un cone, on a pour tout v € C' et tout p > 0, pv € C cad A(uv) < b. Alors Av < b/u
et ceci étant vrai pour tout u, on a Av < 0. Par ailleurs, 0 € C, donc 0 = A0 < b, alors si Av <0
on a aussi Av < b. On a donc bien C = {v € R" : Av < 0}. [ ]

12



Théoreme 4.3 Soit A € R™*". Soit C = {v € R" : Av < 0} un céne polyédral non vide. On
note ay,...,a; € R™ les vecteurs lignes de A. Le céne dual de C est

L
C° = Z)\ja]‘ERn:)\l,...,)\gEO

j=1
Preuve. On note ,
L=0> XNa; €R": X,..., 0 >0
j=1
1) On montre la premiere inclusion “L C C°”: Soit A1, ..., Ay > 0. Montrons que Z§:1 Aja; €

C°. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout v € C on a <E§:1 )\jaj,v> < 0. Soit v € C. On
a

l 0
<Z Ajaj, v> = <AT)\,U> =ATAv = Z)\j<aj,v>
j=1 j=1

or Av < 0 ce qui est équivalent a dire que <aj,v> < 0 pour tout j = 1,...,4, on a donc bien
<Z§:1 Ajaj,v) < 0.

2) On montre maintenant la deuxieéme inclusion “C° C L”. Pour cela, on montre l'inclusion
des complémentaires : L C C°. Soit z € R" tel que z ¢ L. Montrons que z ¢ C°. On utilise une
version du théoreme de Hahn-Banach : si Ly est un cone convexe fermé de R™ et z ¢ Lg alors il
existe un hyper-plan séparant strictement L et z passant par l'origine. En d’autres termes : il
existe u € R" tel que <u, z> > 0 et pour tout x € Ly, <u,$> <0.

Il est facile de voir que L est un cone convexe fermé. On applique le théoréeme de Hahn-Banach
a L et z : il existe u € R™ tel que <u, z> < 0 et pour tout z € L, on a <u,:c> > 0. On veut montrer
que z ¢ C° cad qu'il existe un v € C pour lequel on a <z,v> > 0. On va montrer que u € C.
Comme on a <z, u> > 0 cela finira la preuve. On a pour tout = € L, <u,x> < 0 donc pour tout
e Ry, <u,AT/\> < 0 cad <Au, /\> < 0. Cela implique que Au < 0. On a donc bien u € C et
comme <z,u> > 0, on en déduit bien que z ¢ C°. [

4.2 Preuve du théoréme de KKT a partir du théoréme d’Euler/Péano/Kantorovitch

On rappelle le cadre et le théoreme de KKT. On étudie les problemes de la forme

min f(x) (4.1)

zeK

ou f:U — R, U est un ouvert de R" et K est une contrainte de la forme
k={eev: o9 .

pour gi,...,g, : U — R définissant les contraintes d’égalité et hy,...,h; : U — R définissant les
contraintes d’inégalité.

>
=
—
&
IA
o
=
&
IA

Théoréme 4.4 (Théoréme de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)) On suppose que les fonctions
91,5 9r, h1,..., hy sont différentiables. Soit a € K. On suppose que K est qualifie en a. Si a
est un minimum local de f restreint a K alors il existe A1,..., A\ €ER et p1,..., 1 € R tels que :
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b) pj >0 pour tout j =1,...,1
c) pihj(a) =0 pour tout j =1,...,1.

Preuve. D’apreés le Théoreme d’Euler/Péano/Kantorovitch (voir Théoreme 2.1) : si a est un
minimum local de f restreint a K alors

— Vf(a) € Nk(a). (4.2)

Par hypothese, K est qualifiée en a donc

n Vz U_OVz—l

ou J(a) ={j e {1,...,1} : hj(a) = 0}. Comme Tk (a) est un cone polyédral, son cone dual, qui
est le cone Ng(a), est décrit dans le Théoreme 4.3 : on a

Ni(a) = (Tk(@))° = § YA Vgi@) + S A (=Vgila) + Y 1 Vhila) : AV A ;> 0
(= i= j€J(a)

qui peut se réécrire sous la forme

ZAVgl + Z 1iVhi(a): A € R,p; >0
jeJ(a

Ainsi la condition d’Euler/Péano/Kantorovitch de (4.2) est ici équivalente aux trois condition de
KKT. |
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