Approximations locales d'une fonction différentiable de plusieurs
variables

Guillaume Lecué!

On a vu, au chapitre précédent, une maniére de résoudre les problémes d’optimisation basé
sur des approximations locales d’une fonction et d’un ensemble d’une maniere informelle. Dans ce
chapitre, on décrit le comportement local d’une fonction de R™ dans R. Dans le cas différentiable,
c’est le gradient qui porte toute cette information. On insistera donc sur cette notion fondamentale
aussi bien d’un point de vue théorique que pratique. Quand la fonction a plus de régularité, on
peut donner des approximations locales d’une fonction a des ordres plus grands. C’est le but des
formules de Taylor qu’on présente aussi ici et qui sont aussi utiles pour résoudre des probléemes
d’optimisation.

1 Différentielle, gradient, dérivées partielles et Jacobienne

On introduit dans cette section, plusieurs outils pour "approximation du premier ordre d’une
fonction différentiable.

1.1 Différentielle et gradient

Idée : Différencier une fonction en un point, c’est chercher la meilleure approximation affine
de cette fonction en ce point.

Définition 1.1 Soient (E, ||-|| ) et (F, ||||p) deuz espaces espaces vectoriels réels normés (e.v.n.).
Soit U un ouvert de E et f: U — F une fonction. Soit a € U. On dit que f est différentiable
(ou dérivable) en a quand il existe une application linéaire df, continue de E dans F telle que,
quand h — 0,

fla+h) = f(a) + dfa(h) + o([|h] )

Soit g : E — F. Onrappelle “g(h) = o(]|h||p) quand h — 0” signifie que g(h)/ ||h| z — 0 quand
h — 0. Autrement dit g(h)/ ||h| ; = o(1) quand h — 0. On a donc aussi o(||h|| ) = ||h]|z o(1).

Remarque 1.2 1. Si df, eziste alors elle est unique (sinon, on aurait pour une autre ap-
plication linéaire df}, que dfi(h) — dfs(h) = o(||h||g) quand h — 0. En particulier pour
tout x € E, on aurait df)(Ax) — dfs(A\x) = o(||Az||g) quand X — 0 et par linéarité,
df! (z) — dfa(x) = 0o(1) quand X — 0, donc df}(x) = df.(z)).

2. Si f est différentiable en a alors elle est continue en a (en effet, df,(h) — 0 quand h — 0,
car df, est continue, ainsi f(a+ h) — f(a) quand h — 0).
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3. Dans le cas de fonctions définies sur R et a valeurs dans R, on retrouve bien la définition
usuelle de dérivée. Soit f : R — R, on a “f est différentiable en a” si et seulement si “f
est dérivable (au sens habituel) en a” et dans ce cas, on a dfs(h) = f'(a)h.

4. En dimension infinie, la notion de différentiation dépend des normes sur E et F. En
dimension finie, comme toutes les normes sont équivalentes, cette notion est indépendante
des normes choisies sur E et F'.

5. 8T :(E,|lg) = (F|lp) est une application linéaire alors il y a équivalence entre
a) T est borné, i.e. il existe L > 0 tel que pour tout x € E, ||Tz|| < L ||z| .

b) T est continue sur E

c) T est continue en 0.

En effet, a) implique b) car pour tout x,y € E,||Tx —Ty|p = |[T(x —y)|| < Lz —y|g-
Alors T est Lipschitz donc continue. b) implique c) est triviale. Pour c) implique a), on a
T(0) =0 et donc, par continuité, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € E si ||z||5 < 0 alors
Tzl < 1. Soit y € E, on note x = dy/ ||yl alors ||z||z = 6 alors |[Tz||p < 1 et par
linéarité, |Ty|r <6 1yllg-

6. En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues. En effet, soit T une
application linéaire de R™ dans F. On va montrer que T est bornée. Comme toutes les

normes sont équivalentes sur R™, on choisit de munir R" de la norme |-||;. On note
(€i)i~; la base canonique de R™. On a pour tout v = (z;)?_, € R"

n
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ot L = maxi<i<p [|T€;| p. Donc T est borné et donc continue.

Définition 1.3 Soient (E, ||-|| ) et (F, ||-||p) deux espaces espaces vectoriels réels normés (e.v.n.).
Soit U un ouvert de E et f : U — F une fonction. On dit que f est différentiable sur U quand
f est différentiable en tout point de U. Si tel est le cas, on appelle différentielle, I’application,

J U — L.E,F)
df'{ a — df,

ot L(E, F) est l’espace vectoriel réel des applications linéaires continues de E dans F. De plus,
si df est continue sur U (pour E muni de ||-||p et L.(E,F) muni de la norme d’opérateur de
(B, ||l z) dans (F,||-|)) alors on dit que f est de classe C*.

On rappelle que la norme d’opérateur de T € L.(E,F) est définie par [|T] = |T|pop =
sup, [|7z| g / ||| g Par définition, on a pour tout z € E,||Tz|r < [T ||z] . Par ailleurs,
si R € Le(F,G) alors |RT|| g < [|Bllpoa 1T g p

Exemple 1.4 Montrer que f est différentiable sur R™"*™ x R™"*" et calculer sa différentielle pour

f . Rnxn X RTLXTL — Rnxn
(A,B) — AB.

Soit (A, B) € R™*" x R™™". On a

f((A,B)+ (H,K))=f(A+ H B+ K)=AB+ AK+HB+ HK



ot pa,p)(H,K) = AK + HB est une fonction linéaire (continue). Il reste alors a montrer que
HK = o(||(H,K)||) quand (H,K) — 0 pour une certaine norme ||| sur R"*™ x R"*™. On peut,
par exemple, prendre ||(H, K)|| = max(|[H||,[|K]]) ou [|[H|| = sup,4o [[Hzlly /[|z]l, est la norme
d’opérateur de 0} sur lui-méme. On o |HK|| < || H|| | K| < ||(H, K)|* et donc HK = o(||(H, K)||)
quand (H,K) — 0. Donc f est différentiable et df 4y = p(a,p)- Par ailleurs, la différentielle de
[, df : (A, B) — df(a,p) est une application linéaire de ’espace de dimension finie R™ ™ x R"*"
a valeur dans le.v.n. L.(R™™ x R™" R") elle est donc continue et donc f est de classe C1. En
fait, f est une fonction polynomiale, elle est donc C™.

Exemple 1.5 Soit y € R" et A € R™*". Calculer la différentielle de

f:{R”—> R

= [ly— Aell3.
Soit z € R" et h e R™. On a
fx+h) = |ly— Az|3 — 2(y — Az, Ah) + | AR|5 = f(z) + ¢a(h) + | AR5

ot g (h) = (—2AT (y— Ax), h) est une application linéaire (et continue en h). Il suffit de montrer
que || AR5 = o(||hlly) quand h — O pour montrer que v, est la différentielle de f en x. On a

1AR]5 < AN 1213 = o(|[All,)

ou || A|| est la norme d’opérateur de A : £5 — ¢3. Donc la différentielle de f est df : © € R" —
(dfy : h — (=247 (y — Az), h)).

Quand f : U — R (ou U est un ouvert de E) est une fonction différentiable a valeurs réelles
alors la différentielle associée est une fonction linéaire de E dans R. Ces fonctions sont appelées
des formes linéaires. 1l se trouve que les formes linéaires continues d’un espace de Hilbert ont
une représentation particuliere due au théoreme de Riesz : “Pour toute forme linéaire continue T
sur un espace de Hilbert H il existe un unique a € H, tel que Vo € H,T(z) = <a, :):>”. C’est grace
a cette représentation qu’on peut définir le gradient d’une fonction différentiable a valeurs réelles
et définie sur un ouvert d’un Hilbert.

Définition 1.6 Soit H un espace de Hilbert. Soit U un ouvert de H et f : U — R une application
différentiable en a € U. On note df, € L.(H,R) sa différentielle en a. Par le théoréme de
représentation de Riesz, il existe un unique vecteur de H, noté V f(a), tel que df,(h) = <Vf(a), h>
pour tout h € H. Le vecteur V f(a) est appelé gradient de f en a.

Dans 'exemple 1.5, on a montré que df,(h) = <—2AT(y — Ax), h>. On voit alors directement
que le gradient de f en z est Vf(z) = —2A" (y — Ax).

Idée : Le gradient est la notion la plus importante de ce cours aussi bien d’un point de
vue théorique que algorithmique. Il apparait dans tous les principaux résultats et dans tous les
algorithmes du cours.

La différentielle est linéaire : si f,g : U — F ou U est un ouvert de F et f et g sont deux
fonctions différentiables en a € U alors Af + g est différentiable en a et d(Af + g)q = Adf, + dgq.
Une propriété connue sous le nom de chain rule concerne la différentielle d’une composée de
deux fonctions.



Proposition 1.7 (Chain rule) Soient E, F,G des e.v.n., U C E un ouvert et V C F un ouvert.
Soit f : U — V etg:V — G. On suppose que f est différentiable en a et g en f(a) alors
go f:U — G est différentiable en a et

d(go f)a = dgs(a) © dfa-
Preuve. Quand h — 0, on a
(go fla+h)=g(flat+h) = g(f(a) +dfa(h) + o[k 5)) = g(f(a) + h')
ou b =df,(h) + o(||h|| ) — 0 quand h — 0 car df, est continue en 0. On a donc quand h — 0,
(9o f)(a+h)=g(f(a)) +dgsa) () +o([[I]| )-
De plus, par linéarité et continuité de dgy(,) en 0, on a, quand h — 0,
dg () (oAl ) = 1Pl £ dg£(a)(0(1))) = o([[2]| )

et donc
dgsa)(h') = dgga)(dfa(h) +o(||h )
= dgy(a)(dfa(h)) + dgsa)(o(hll g)) = dgg(a)(dfa(h)) + o([[h] g)-

De plus, df, est continue, elle est donc bornée, cad ||dfo(h)||z < L||h||z; on a alors

o([[W|| p) = olldfa(h)]| p) + o(o([[ll ) = o(lIAll )-

Pour retrouver la chain rule de maniere informelle, on peut se rappeler que si h — 0 alors

9(f(a+h)) =~ g(f(a) + dfa(h)) = g(f(a)) + dgy(a)(dfa(h))

et donc on reconnait d(g o f)a(h) = dgs(e)(dfa(h)).

Exemple 1.8 On reprend I’Ezxercice 1.5, en regardant f comme étant la composée f = go k ou
g(z) = ||z|13 et k(z) = Az —y. On a dg.(h) = (2z,h) et dky(h) = Ah. On a alors dfy(h) =
dgy(z) (dkz(h)) = dgac—y(Ah) = (2(Az —y), Ah) = (24T (Az —y), h).

On utilise souvent la chain rule pour calculer des gradients car en voyant une fonction comme
la composée de fonctions dont on peut calculer facilement le gradient, on peut en déduire le
gradient de la fonction elle-méme grace a la chain rule. La chain rule se transcrit ainsi en terme
de gradient.

Proposition 1.9 Soit H un espace de Hilbert. Si f : H - R et g : R — R sont différentiables
alors pour tout x € H,

Vigo f)(@) =g (f(2))Vf(z).
Preuve. Pour tout h € H, d(go f)z(h) = (V(go f)(z),h) et

d(g o fla(h) = dgs() (dfa(h)) = g (f(@)){V f(2), k) = (' (f(2))Vf(x),h).



Exemple 1.10 Soient f,g: U — R deuz fonctions différentiables en a € U (ot U est un ouvert
d’un espace de Hilbert). Alors le produit est différentiable et

V(fg9)a =V f(a)g(a) + f(a)Vg(a).

En effet, on peut voir le produit fg comme la composition (fg)(a) = ¢(1(a)) ou(a) = (f(a),g(a))
et p(a,B) = af. On a d(fg)a = dpya) © Ao et comme

d@(aﬁ)(ha k) = ak+ hB et dp, = (dfa,dga)
on a bien d(fg)a = dfag(a) + f(a)dga et donc V(fg)(a) = Vf(a)g(a) + f(a)Vf(a).

Exemple 1.11 Soit H un espace de Hilbert munit de sa norme |||y, a € H et f : 2 € H —
|la —z|y. On a pour tout x € H\{a},

r—a

Vix)=——r-.
| — all,
En effet, on écrit f comme la composée de deuz fonctions f = poF o0 F :x € H — |la— :UH%
et ¢ 1t € RYL — Vt. On a pour tout © # a, VF(z) = —2(a — ) et tout t > 0, ¢'(t) = 1/(2V/1).
Donc
Vf(z) = ¢ (F(2))VF(z) = —2(a —2)/(2[la — z[,).

Exemple 1.12 On peut calculer la dérivé d’une fonction réciproque en utilisant la chain rule.
En effet, si f : U — R est une fonction C' inversible d’inverse notée f=': f(U) — U alors f~1
est aussi C~1. On obtient sa dérivée de la maniére suivante : pour toutx € U, on a f~1(f(z)) =z
alors en dérivant cette égalité, par la chain rule, on obtient (f~1)(f(z))f'(x) = 1 et donc pour
tout y € f(U), en éerivant = = f(y), on a (f~)(y) = 1/ (f ().

Par exemple, si f = cos :]0,7[—] — 1,1] alors f~1 = arcos :] — 1,1[=]0, 7| et donc par la
fomule de dérivation d’une fonction inverse

') 1 —1
arcos' (y) = =

Y cos’ (arcos(y)) 1— 2
oti on a utiliser que cos’ = —sin et cos?(z) + sin?(z) = 1.

1.2 Dérivées partielles

Idée : Le gradient est la notion la plus importante de ce cours. Il faut donc savoir se le
représenter (on verra ¢a dans la Section 3) et le calculer. On a déja vu deux techniques de calcul
de gradient (faire un dévéloppement limité au premier ordre de f(a + h) et la chain rule). Ici on
donne une autre technique de calcul du gradient basé sur les dérivées partielles. Sous I’hypothese
d’existence et continuité des dérivées partielles, on verra que le gradient est le vecteur des dérivées
partielles. Cela signifie que pour dériver une fonction de n variables il suffit de dériver n fonctions
de R dans R. Etant donné qu’on est plus habitués a travailler avec des fonctions uni-variées, cette
méthode est tres pratique.

Définition 1.13 Soient E, F deuz e.v.n., U un owvert de E, f: U — F,a €U etve E. Sila
fonction t € R — f(a + tv) est différentiable en 0, on dit que f admet une dérivée partielle
en a selon v et on note

f{)(a) = avf(a) = lim



Proposition 1.14 Soit U un ouvert de E et f : U — F. On suppose que f est différentiable en
a € U ; alors f admet une dérivée partielle en a selon toute les directionsv € E et 0, f(a) = dfq(v).

Preuve. Quand t — 0, on a f(a+ tv) = f(a) + dfs(tv) + o(||tv||z). Alors, quand ¢ # 0 et
t— 0,

fla+tv) — f(a)

= dfa(v) + (0]l p) = dfa(v) + 0(1).

t
Autrement dit,
t —

lim L@ ZI@ e,

t—0 t

t#£0

[

Notation : Quand f : U — F ou U est un ouvert de R" et si (eq, . .., e,) est la base canonique

de R™ alors, si f est dérivable en a € U dans la direction e;, on dit que f admet une dérivée
partielle d’indice i en a et on note

0if(a) = f,(a) = Oc,f(a)-

Les dérivées partielles d’une fonction jouent un role important car elles permettent de calculer le
gradient d’une fonction en se ramenant a des calculs de dérivées de fonctions d’une seule variable.

Proposition 1.15 Soit f: U — R ou U est un ouvert de R™. On suppose que f est dérivable en
a € U. Alors f admet des dérivées partielles d’indice i en a pour tout i € {1,...,n} et on a

Vf(a) = (0if(a))iy -
Preuve. D’apres la Proposition 1.14, pour tout i =1,...,n
Oif(a) = dfa(ei) = (Vf(a),e).

Donc, la i-ieme coordonnée de V f(a) est 0;f(a). [ ]

Autrement dit, le gradient (quand il existe) a pour coordonnées les dérivées partielles d’ordre
i de f.

Exemple 1.16 Soient ai,...,a, € R™ et by, ..., by € R. Calculer le gradient de
m
f:zxeR"—log Zexp (bj + <:E,a]->)
j=1

On a pour tout x € R", f(x) =log(g(x)) et d’aprés la chain rule,

ot g(x) = Zexp (bj + <337 aj>) .

J=1

V() = (log) ) Vgla) = 12

De plus Vg(x) = (0;9(x))_, et on vérifie que, pour a; = (aj;)iq,
9ig(x) =Y ajiexp (b + (w,a;)) .
j=1

On note z = (exp (b; + <:c,aj>));n:1 et A =lar] - lam] € R™™ et 1 = (1)jLy alors Vf(z) =
Az/(1,z).



Cependant, il se peut que les dérivées partielles d’ordre ¢ existent pour tout ¢ € {1,...,n}
sans pour autant que le gradient existe (voir Exemple 1.17).

Exemple 1.17 La Proposition 1.1/ montre que si f est différentiable alors elle admet des déri-
vées partielles dans toutes les directions. Cependant, la réciproque a la Proposition 1.1/ est fausse.
On peut le voir sur l'exemple suivant :

R? R
[= v}z siz#0
(y) = Yy stz =0

On montre que [ est dérivable en (0,0) dans toutes les directions mais f n’est pas continue en
(0,0).

En effet, f n'est pas continue en (0,0) car f(0,0) =0 mais f(1/n%,1/n) =1 pour tout n € N*
alors (f(1/n?,1/n)), ne converge pas vers f(0,0).

Montrons maintenant que f admet des dérivées partielles en (0,0) dans toutes les directions.
Soient (u,v) €ER% ett#0. On a

J((0,0) +t(u,v)) — f(0,0)  f(tu,tv) ' (tv)?/(tPu)  situ#0 | v*/u  siu#0

t t

tv/t situ=0 v st u = 0.
Done, f est dérivale en (0,0) selon (u,v) et on a

v /u  siu#0
v siu=0.

a(u,v)f(ov O) =

Dans I’Exemple 1.17, on a vu qu’une fonction peut admettre des dérivées partielles dans toutes
les directions sans pour autant étre différentiable (méme pas continue). Cependant, en supposant
I'existence ET la continuité de toutes les dérivées partielles d’ordre 4, la réciproque devient vraie.

Proposition 1.18 Soit f: U — R ou U est un ouvert de R™. Si toutes les dérivées partielles de
f existent sur U et sont continues (en tant que fonctions O;f : U — R) alors f est différentiable
sur U et pour tout a € U,V f(a) = (0;f(a))i -

Preuve. Soit a € U. Montrons que quand h — 0, on a f(a + k) = f(a) + (V,h) + o(||h])
ot V = (9;f(a));—, ce qui équivaut & montrer que, si x — a alors

9(z) — g(a) = o(||lz — all) ot g(z) = f(x) — (V,z).

Soit € > 0. Comme les dérivées partielles de f en a sont continues, il existe a > 0 tel que
Bi(a,a) C U et pour tout x € By(a,«), on a

10ig(2) | p = 110 f (x) = Bif (a) || p < €. (1.1)

On rappel que Bj(a, @) est la boule de centre a et de rayon « pour la norme ¢7.
Soit x € Bj(a, ). On pose

T
yo=a=(ay,...,an) etVk=1,... . nyp = (T1, -, Tk, Qt1," " ,ap)
de sorte que yg = a et y, = x, ainsi yg, Y1, - - , Yn forment un “chemin” de a vers x en ne changeant
qu’une seule coordonnée de a en une de x a chaque pas. On pose pour tout £k =1,...,n,
Oh : [ak,xk] — F
t = g(z1, - op1,t apg, 5 an)



On a pour tout t € (ag,xx), 9.(t) = Okg(x1, -+ ,Tk—1,t,ak41, - ,an) et donc, d’apres (1.1),
19;()]l < €. Le théoreme de I'inégalités des accroissements finis donne ensuite

Hgk(ak) - gk(l’k)HF < 6\% - xk!~

(Attention, ici on applique le théoreme des inégalités des accroissements finis et pas celui des
accroissements finis qui est faux pour les fonctions a valeurs dans un e.v.n. quelconque — on
rappelle ce théoreme dans la suite). Par ailleurs, on a gx(ar) = g(yx—1) et gr(xx) = g(yx) pour
tout k =1,---,n et donc

lg(z) — g(a)|lp < Z gu=1)|| < llalur) — 9(ur—1)ll
k=1 F k=1
= llgr(ar) = g(xp) |l < €lla -, -
On a donc bien g(z) — g(a) = o(||z — a||;) quand z — a. |

En conclusion, si f admet des dérivées partielles continues alors f est dérivable. La réciproque
est fausse et peut se voir sur 'exemple suivant d’une fonction dérivable sur R dont la dérivée
n’est pas continue en 0 :

R — R
. 2 . .
f: N I sin(1/x) S'IIIZ#O
0 sixz =0.

En effet, f est différentiable en 0 et f/(0) = 0 car pour tout h # 0 et h — 0,
|£(0+ h) — £(0)| = h*sin(1/h) = o(h).

Pour tout = # 0, f'(z) = 2zsin(1/z) — cos(1/z) donc f’ n’est pas continue en 0.
On a donc les deux implications :

différentiable =- les dérivées partielles existent

les dérivées partielles existent et sont continues = différentiable

et dans les deux cas Vf = (9;f). Mais aucune réciproque n’est vraie. Par ailleurs, on voit main-
tenant quune fonction est C! si et seulement si les dérivées partielles existent et sont continues.

Exemple 1.19 On consideére la fonction déterminant det : A € R"*™ — det(A). Montrer det est
de classe C! et calculer sa différentielle en la matrice identité 1.

La fonction det est un fonction polynomiale, ¢’est donc une fonction de classe C*°. Soit H €
R™™ une matrice de valeurs propres Ai,..., A\, (potentiellement complexes). Soit t > 0. La
matrice Ig+ tH a pour valeurs propres 1 +tA1,...,1+t\, et donc quand t — 0

n

det(Id +tH) = H(l + t)\i) =1+ ti Ai + O(t) = det(Id) + tTr(H) + O(t).
=1 =1

On en déduit donc que la dérivée partielle de det en Iy dans la direction H est Tr(H). Par ailleurs,
det est C1 donc ses dérivées partielles aussi et donc Vdet(I) = (Tr(Eij))1<ij<n = la et

dr,det(H) = (Vdet(Iy), ZHl = Tr(H



1.3 Matrice Jacobienne et Jacobien

La notion de gradient est propre aux fonctions & valeurs réelles (et définie sur un ouvert d’un
Hilbert). Il est cependant possible de généraliser cette notion & des fonctions a valeurs dans R,
c’est I'idée de la matrice Jacobienne.

Définition 1.20 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une fonction différentiable en un point
a € U. On note (ej)}_; la base canonique de R™ et par (e})i2; celle de R™. On écrit f = 371", fie]
ot pour tout i = 1,....m, f; : U — R est la i-iéme composante de f. La différentielle de f en
a est une application linéaire de R™ dans R™, elle peut donc se représenter par une matrice
J(f)(a) € R™*™  appelée matrice Jacobienne de f en a, donnée par

Vfl(a)T
J(f)(a) - (8jfi(a)) 1<j<n — :

EE V()T

On a alors dfg(h) = J(f)(a)h. Quand m = n, le déterminant de J(f)(a) est appelé Jacobien de
f ena.

Remarque 1.21 1. Quand f : R™ — R est différentiable en a, on a dfy(h) = (Vf(a),h) et
si f:R™ — R™ est différentiable en a, on a dfs(h) = (<Vfi(a), h>);11.

2. Si f:R" =R, J(f)(a) = (Vf(a)" (on rappelle que u'v = (u,v) pour tout u,v € R").

On donne maintenant quelques propriétés de bases sur la matrice Jacobienne qui peuvent étre
utiles pour son calcul.

Proposition 1.22 Soit U un ouvert de R™, f,g: U — R™ et h: U — R des fonctions différen-
tiables. On a pour tout a € U,

a) J(f +g)(a) = J(f)(a) + J(g)(a),

b) J(fh)(a) = J(f)(a)h(a) + f(a)J(h)(a)

¢) si de plus h ne s’annule pas en a alors

1Y 0 Jha) ~ F@I ()@
1(f) @= () |

Preuve. Le point a) est clair au vue de la définition de la Jacobienne et de la linéarité du
gradient. Pour les points b) et ¢) on fait un développement limité a 'ordre 1. Pour le point b),
on a quand t — 0,

(fh)(a+1t) = fla+t)h(a+1t) = (f(a) + J(f)(a)t + of[[t]])) (h(a) + J(R)(a)t + o(]t]]))
= (fh)(a) + J(f)(a)th(a) + f(a)J(h)(a)t + o([|¢]])

et on obtient le résultat en identifiant le terme du premier ordre. Pour le point ¢), on a quand
t— 0,

flat+t)  fla)+ J(f)(a)t +o([ltl]) _ fla)+ J(f)(a)t + o(]|t]]) (1 _ J(h)(a)t n O(HtH))
h(a+t)  h(a)+ J(h)(a)t+ o(||t]) h(a) h(a)
_ ;:Ez; n J(f)(a)th(a22za§(a)J(h)(a)t +o(t])

ou on a utilisé que (1 4+ z)* =1 — azx + o(z) quand = — 0. On conclut en identifiant les termes
du premier ordre. u



Il faut bien faire attention aux dimensions des objets et a ne pas faire commuter des matrices
(qui ne commutent pas en général) lorsqu’on applique les formules’ de la Proposition 1.22. Par
exemple, le produit vecteur/matrice f(a)J(h)(a) ou le vecteur f(a) de dimension m multiplie &
gauche la matrice J(h)(a) de taille 1 x n (car ici J(h)(a) = Vh(a)") donne une matrice de taille
mxn:siu€R™etve R alorsuv! = (wivj : 1 <i<m,1 < j <n). Clest ici bien la dimension
a laquelle on s’attend vue que fh: U — R™ a sa matrice Jacobienne dans R™*",

Le Jacobien joue un role essentiel dans le théoréme de changement de base. Avant de rappeler
ce résultat, on rappelle, que ¢ : U — V est un C'-difféomorphisme quand ¢ est bijective,
@ est Ct et o' est C'. 1l est cependant, en général, difficile de calculer !
qu'elle est C'. On utilise plutot la caractérisation suivante d'un C!'-difféomorphisme : si ¢ est une
bijection C! telle que dip, est inversible en tout point x (cad det(J(p)(z)) # 0) alors ¢ est un
C!-difféomorphisme.

et de montrer

Théoreme 1.23 Soient U et V deux ouverts de R™ et p : U — V un Ct-difféomorphisme de U
sur' V. Soit f:V — U une fonction intégrable sur V alors

[ 10is = [ sotuidens o) wdn
\% U

L’exemple classique est celui du changement de base des coordonnées cartésiennes aux coor-
données polaires. En effet, si un domaine ouvert D de R?\{(x,0) : 2 > 0} est représenté en polaire
par A C R x (0,2m) alors pour toute fonction f intégrable sur D, on a

/f(a;,y)dxdy—/f(rcos(ﬁ),rsin(@))rdrd@. (1.2)
D A

On obtient ce résultat en appliquant le Théoreme 1.23 a la fonction

{ A= b
p: (T,Q)T — (rcos(g),TSil’l(e))T

On vérifie bien que ¢ est une bijection par définition des ensembles D et A (A est I’écriture en
coordonnées polaires de D), qu’elle est C' et que comme det.J(¢)(r, ) = r(cos?(0) + sin?(0)) =

r # 0 ou
[ cos(f) —rsin(0)
T(p)(r,6) = ( sin(f) rcos(@) )’
on a bien que ¢ est un C'-difféomorphisme ; on peut donc appliquer le Théoreme 1.23. De maniere

informelle, on “pose” (z,y) = ¢(r,0) et on écrit dedy = |detJ(¢)(r, 0)|rdrdo.
Un exemple classique d’application de cette formule est de montrer que

/ exp(—z?)dz = /7. (1.3)
R
En effet, pour tout a > 0, on note

Dy = {(z,y) € R?: 2% + y* < a*} et Oy = [—a, a]?

ainsi que les intégrales associées

I, = /Da exp(—(2? + y?))dady et J, = /C’a exp(—(z% + y?))dzdy.
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En passant en coordonnées polaires (cad en appliquant la formule (1.2)), on obtient

a 2
I, = (/ exp(—rz)rdr> (/ d@) = 7(1 — exp(—a?)).
0 0
Par ailleurs, on a

Jo = (/C; exp(—x2)dfv)> (/i exp(—yZ)dy)> = </2 exp(—fEQ)dfr))Z-

OrD,cC,CD Vaa €t la fonction a intégrée est positive donc I, < J, < I Vaa- Autrement dit,
pour tout a > 0,

a 2
7(1 — exp(—a?)) < </ exp(—:p2)dx)> < 7(1 — exp(—2a?)).
—a
En passant a la limite quand a — +00, on obtient bien le résultat (1.3).

Le théoréme de changement de variables (Théoreme 1.23) permet aussi de retrouver le lien
entre volume et déterminant (méme si ce lien a été historiquement établi avant le théoreme de
changement de variable; c’est d’ailleurs, ce lien qui permet d’intuiter le théoreme de changement

de variable, voir (1.4)). Soit (x1,...,zy) une famille libre de R™. On note A = [z1]---|x,] la
matrice ayant pour colonnes les vecteurs xi,...,z,. On note par A I'image du cube [0, 1]" par
A

n
D N0 A <1 = A0, 1]
j=1
Comme (z1,...,x,) est une famille libre, det(A) # 0 et donc ¢ : u €]0,1["— Au € A est un

C!-difféomorphisme dont la matrice jacobienne est donnée par A. On peut alors appliquer le
théoréme de changement de variables a la fonction f = 1 pour obtenir

vol(A) = /Ad$ = /]0,1[n | det(A)|d(v) = | det(A)|.

On a donc bien retrouver que le volume du parallélépipede engendré par les vecteurs z1, ..., T,

est donnée par la valeur absolue du déterminant de A. On peut d’ailleurs, retrouver intuitivement

le Théoreme 1.23 a partir de cette observation. En effet, pour appliquer le Théoreme 1.23, on écrit

parfois de maniére informelle v = ¢(u) et donc dv = | det(J(¢)(u))|du. Cette derniere égalité peut

étre envisagée sur I'angle de la modification du volume ’infinitésimal’ de u + [0, dul] X - - - [0, duy,]

par ¢, localement en u pour v = p(u) : p(u+ [0, dul] x - -+ x [0, duy]) ~ @(u) + J(©)(u)]0, dul] x
X [0, duy]. On a donc en approchant intégral par une somme infinie sur des pavés que

/ f(v)dv ~ Zf(v)dv ~ Zf(v)vol (v4[0,dvl] X - -+ x [0, dvy])
~ Z F(p(w))vol (¢ (u + [0, dul] x - - - [0, duy))) Z Flp(w)vol (J () (w)[0, dul] x --- [0, duy])
= Zf w))| det(J () (u)|du ~ / F(p(w)| det(J (@) (uw)|du (1.4)

ol on a bien utilisé que le volume de J(p)(u)[0, dul] x - -- [0, duy] est donné par | det(J(p)(u)|du
ou on écrit que [0, dul] x --- [0, du,] = [0, 1]du.
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On fini cette section avec la chain rule pour la composition de fonction sur des e.v.n. de
S

dimensions finies. On commence avec une fonction R % R™ % R. On a vu la forme generale

de la chain rule pour FE RN NN qui est d(g o f)a = dgy(a) © dfa, puis celle pour H L RS R
donnée par V(g o f)(a) = g'(f(a))V [f(a).

Proposition 1.24 (chain rule) Soient V' un ouvert de R™ et U un ouvert de R™. Soient f :
V-oUcetg:U—R. SoitaeV. On suppose que f est différentiable en a et g est différentiable
en f(a). On a alors

V(go f)(a) = (J(f)(a) Vo(f(a)
et pour tout j € {1,...,m},

a) = Zajfi(a)aig(f(a))
i=1

ot on note f:x €V — (fi(x))l-y € V les fonctions coordonnées de f.

Preuve. Par la chain rule, on a d(g o f)a = dgy(a) © dfs. Alors, pour tout h € R™, o

(V(go f)(a), h) = dgya)(dfa(h)) = (Vg(f(a)),dfa(h)) = (Vg(f(a)), J(f)(a)h>
= (J(N)(@) Vg(f(a),h).
Pour la deuxieme assertion, il suffit de voir que 9;(go f)(a) est la j—ieme coordonnée de V(go f)(a).
On obtient donc la formule en identifiant la j—itme coordonnée du produit (J(f)(a))" Vg(f(a)).
|

La matrice Jacobienne permet d’écrire la chain rule de maniére condensée et facile a retenir (on
privilégiera donc cette formule aux autres). On écrit maintenant la chain rule 'version Jacobienne’.
Ce résultat est plus général que celui des Proposition 1.9 et Proposition 1.24 puisse qu’il permet
de les retrouver.

Proposition 1.25 (chain rule) Soient V' un ouvert de R™ et U un ouvert de R". Soient f :
V—oUetg:U—RP. SoitaeV. On suppose que f est différentiable en a et g est différentiable
en f(a). On a alors

J(go f)la) = J(g)(f(a)) x J(f)(a).
Preuve. Par la chain rule, on a d(go f)s = dgy(a) © dfs. Alors, pour tout h € R™, on a

J(go flla)h =d(go fla = dgsa)(dfa(h)) = J(9)(f(a))dfa(h) = J(9)(f(a))J(f)(a)h
|

On retrouve bien la Proposition 1.24 a partir de la Proposition 1.25 car si g est a valeurs

réelles alors J(g)(f(a)) = (Vg(f(a))T et J(go f)(a) = (V(go f)(a))". On peut donc se rappeler
uniquement de la chain rule sous la forme suivante ainsi que la définition de la matrice Jacobienne :

Chain rule : J(go f)(a) = J(g)(f(a)) x J(f)(a) et la matrice Jacobienne d’une fonction a pour
vecteurs lignes les transposés des gradients des fonctions coordonnées : pour f : x € R" —
(filx))r, € R™ et a € R"

Vfi(a)"
IHw=| = |ermm
Vfm(a)"
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1.4 Accroissements finis et théoreme fondamental de ’analyse

On a utilisé le théoreme des inégalités des accroissements finis dans la preuve de la Proposi-
tion 1.18. On le rappelle maintenant.

Théoréme 1.26 (Inégalité des accroissements finis) Soient E et F' deuz e.v.n. et U un ou-
vert de E. Soit f: U — F. Soit a,b € U tel que [a,b] C U. On suppose que

1. f est continue sur [a,b]
2. f est différentiable en tout point de (a,b)

3. il existe C tel que pour tout x € (a,b), |||dfz||]] < C ou ||| - ||| est la norme d’opérateur de
E dans F.

Alors [[f(a) = f(O)llp < Clla—bllg-

Attention, il ne faut pas confondre “inégalité des accroissements finis” et “égalité des accrois-
sements finis”. En effet, ’égalité des accroissements finis concerne une fonction a valeurs dans
R et dit que si f : U — R est différentiable alors pour tout a,b € U, il existe ¢ € (a,b) tel
que f(a) = f(b) + dfe(a —b). Ce résultat est faux si f est a valeurs dans un e.v.n. quelconque.
On peut, par exemple, voir que f(z) = (cos(x),sin(x)) vérifie f(0) = f(27) mais pour tout
c € (0,2m),df.(0 —27m) # 0.

L’inégalité des accroissement finis est un résultat classique du calcul différentielle. 11 existe un
autre résultat aussi classique qu’on appelle le théoreme fondamentale de ’analyse qui s’énonce de
la maniere suivante. On rappelle avant qu'un chemin dans un ouvert U de E est une fonction
~ continue sur un intervalle compact [a,b] de R tel que y([a,b]) C U. On dit que le chemin est
C! quand la restriction de 7 & l'intervalle ouvert ]a, b[ est C'. On rappelle aussi qu'un e.v.n. est
complet quand toute suite de Cauchy converge (c’est par exemple, le cas des e.v. de dimension
finie).

Théoréme 1.27 Soient E et F deux e.v.n. tel que F est complet et U un ouvert de E. Soit
f:U — F de classe C* et v : [a,b] — U un chemin de classe C' de U. On a

b

F6O) — fota) = [ dr (@0t
ot on note par ' (t) Uunique élément de E tel que si h — 0 alors v(t + h) = vy(t) ++'(t)h + o(h).

En particulier, pour tout z,y € U quand v :t € [0,1] = (1 —t)z +ty, on a pour f: U — F

de classe C!,
1

f(y) - f(x) = /0 df(1_t)$+ty(y — $)dt

2 Dérivées d’ordres supérieurs, Hessienne et Formules de Taylor

But : Dans la section précédente, on a seulement chercher a approcher f par une fonction
affine. Cette approximation sera utile pour les conditions du premier ordre en optimisation. En
se servant des dérivées d’ordres supérieurs, quand elles existent, on obtient plus d’information sur
les points “critiques” obtenus par des conditions du premier ordre. Par exemple, en regardant la
forme de la meilleure approximation quadratique, on pourra identifier si un point critique est un
minimum ou un maximum (local).
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Dans ce cours, on n’utilisera que des dérivées partielles au plus du second ordre. Néanmoins,
on présente les définitions et résultats pour tous les ordres. On commence par rappeler les no-
tations pour les dérivées partielles d’ordres supérieurs. L’idée est la suivante : si f: U — R est
différentiable sur U, un ouvert de R™, alors on a pour tout a € U, quand h — 0,

fla+h) = f(a) +(Vf(a), k) + o(l|hl])

et Vf(a) = (0;f(a))?_,. Les dérivées partielles 0;f sont les fonctions coordonnées du gradient.
Elles sont aussi des fonctions de U dans R, comme f. On peut alors voir si elles sont différentiables
sur U. Si c’est le cas alors on a pour tout a € U et h — 0,

0if)(a+h) = (0:f)(a) + (V(9if)(a), k) + o(|[h])
ou V(9;f)(a) = (0j(9if)(a)) est le gradient de (9;f) et (9;(9;f))}—; sont les dérivées partielles de

0;f. Sous réserve d’existence, on définit par récurrence une notion de dérivée partielle d’ordre p
par la relation

aipaip—l T aizahf = aipaip—l T aiz (811f) (2'1)

pour tout i1,...,%4, € {1,...,n}.

Par exemple, si z — 0;f(z) existe dans un voisinage ouvert de a € U et que

0if(a+tej) — 0;f(a)
t

teR* —

(ot on note (e;)7_; la base canonique de R") admet une limite quand ¢ — 0 alors, cette limite
est notée 0;0; f(a).

On peut définir des classes de fonctions selon I'existence et la continuité de ses dérivées par-
tielles.

Définition 2.1 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R. On dit que f est de classe CP si toutes
ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre p existent et sont continues sur U.

Remarque 2.2 Dans le chapitre précédent, on a vu que f : U — R est une fonction de classe
C! quand sa différentielle a — df, est continue de R™ dans L.(R™,R). Ici on définit la notion de
classe CP uniquement o partir des dérivées partielles. La premiére définition est donc plus forte
vue que

0if(a+h) — 0 f(a)| = |dfarn(ei) — dfales)] < ||dfasn — dfaH]R"—)R ”h”2

0U ||||gn_r est la norme d’opérateur de R™ munit de la norme Euclidienne ||-||, dans R munit de
la valeur absolue. Alors si df,, est continue en a, les dérivées partielles le sont aussi. La réciproque
est aussi vraie ici en dimension finie, car on a

dfo(h) = (Vf(a),h) = h;0;f(a)
j=1

et donc

|dfasn — dfallgnp = Sup \Zhj(ajf(am)—ajf(a))‘: ST (05f(a+h) —85f(a)”.

[Plly=1" =4 j=1

Donc la continuité des dérivées partielles 0; f(-) en a implique celle de df en a.
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Dans la définition (2.1), l'ordre de différentiation a de I'importance : dériver d’abord par
rapport a la i-ieme variable et ensuite par rapport a la j-ieme variable n’est, a priori, pas la
méme chose que de dériver d’abord par rapport a la j-iéme variable et ensuite par rapport a la
i-iéme variable. Cependant, sous une hypothese de continuité des dérivées partielles, il se trouve
que l'ordre de différentiation n’est en fait pas important. C’est le théoreme de Schwarz rappelé
maintenant.

Théoréme 2.3 (Théoréme de Schwarz) Soient U un ouvert de R? et f : (v,y) € U — R
telle que f admet des dérivées partielles 0,0, f et 0y0,f sur U et qui sont continues sur U. Alors

0.0y f = 040, f et dans ce cas, on notera agyf = 0,0y f = 0,0, f.

En particulier, pour U un ouvert de R” et f : U — R de classe C? on a pour tout = € U et tout
1,] € {1, .. .,n} &Q,f(x) = @&f(x) Ainsi, la matrice VQf(x) = (8fjf(a:))1§i’j§n ol a%f(a?) =
0;0;f(x) = 0;0;f(x) est symétrique. Cette matrice porte le nom de Hessienne. C’est I'objet
central utilisé pour I’approximation au second ordre d’une fonction (de classe C?) localement. De
méme que le gradient est ’objet central pour son approximation au premier.

Définition 2.4 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C*>. Pour tout
x € U, la matrice V2 f(z) = (8%]”(3;))197]-91 est appelée la Hessienne de [ en x.

Sans la condition de continuité sur les dérivées partielles, le résultat du Théoreme de Schwarz
n’est plus vrai. Un contre-exemple est donné par

R? - R
2_,2 .
f = (;p y) N xyzQ'i‘ZQ S1 (xvy) 7& (070)
’ 0 sinon.

On montre que 9,0, f(0,0) et 9,0, f(0, 0) existent mais sont différentes. Pour montrer que 9,.0, f(0, 0)
existe, il est nécessaire et suffisant de montrer que x — 9, f(x,0) existe sur un voisinage ouvert
de 0 et que limg,0(dy f(x,0) — 9y f(0,0))/x existe. Dans ce cas, on aura

0,0,£(0,0) = tim 20/ (#:0) = 8,7(0.0)

z—0,2#£0 T

On doit donc calculer dy f(x,0) pour tout  # 0 dans un voisinnage de 0 et d, f(0, 0).
On a pour tout z,y # 0, quand y — 0,
flz,y) = f(2,0)  a?—y°

=T — T
y z? + y?

donc 9, f(x,0) = x et pour = 0, on a pour tout y # 0, quand y — 0,

f(0,y) — £(0,0)
y

=0=ux.

Donc pour tout z,0d,f(x,0) = = et donc 0,0, f(0,0) = 1. Par ailleurs, f(y,z) = —f(x,y) donc
0y0y f(x,y) = —0,0y f(y, x) et ainsi 0,0, f(0,0) = —0,0,f(0,0) = —1. [
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La notation “puissance symbolique n-iéme” est donnée pour une fonction f : U C R? — RP
de classe C" par

; ] ! W i, Onf
;hiaif(a) = > il ig! h'”hqm(a>

i1+ tig=n
ol 8nf anf p
Oy ---Qlax, (@) <8i19€1 -0y (a)>j=1

Différencier en x une fonction f est équivalent a chercher la meilleure approximation affine
de cette fonction en x. On peut aussi chercher la meilleure approximation quadratique, cubique,
etc. Ces approximations sont données par les formules de Taylor avec différentes expression sur
I’erreur d’approximation appelée reste.

Théoréme 2.5 (Formule de Taylor) Soit f: U C R? — RP de classe C* sur louvert U. Soit
z €U et heRe Alors

Zhaf

o le terme de reste est donné par :

(1] (2] [k—1]

flx+h) =

q
Z hiaif($) +reste
=1

o

1 q
+-- '+m [; hi0; f (x)

1. Taylor-Lagrange pour p =1 : si [x,x 4+ h] C U il existe 0 € (0,1) tel que

(]

1[4
reste = o [Z; hi0; f(x + Oh)

2. Taylor avec reste intégral : si [x,x + h] C U alors

B (1 —t)k= .
reste—/o N [Zh@f + th)

(k]
dt

3. Taylor-Young : quand h — 0, reste = o (Hh”g)

Dans ce cours, on utilisera principalement la meilleure approximation quadratique d’une fonc-
tion a valeurs dans R, c’est-a-dire la formule de Taylor a I’ordre 2 pour p = 1. Dans ce cas, le terme
d’approximation linéaire fait apparaitre le gradient et le terme du second ordre fait apparaitre la
Hessienne : pour f: U C R" — R de classe C? et € U, on a par la formule de Taylor-Young,
quand h — 0,

fle+h) = f(z)+(Vf(z),h) + %hTWf(ﬂﬁ)h +o([|R]?) (2.2)
ot Vf(x) est le gradient et V2 f(x) la Hessienne de f en z définis par
Vf(x) = (0:if (2)iy et V2f(x) = (85f(2));,_, -
Comme f est de classe C2, on peut appliquer le théoreme de Schwarz et obtenir que la matrice

Hessienne de f est symétrique (i.e. V2f(z) = (V2f(z))7).
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On peut aussi écrire les deux autres formules de Taylor dans ce cadre. Soit U un ouvert de
R*, x € Uet f:U CR"— R de classe C2. On a pour tout h € R" tel que [z, +h] C U, d’apres
la formule de Taylor-Lagrange qu’il existe 6 € (0,1) tel que

f@+h) = @)+ (Vf@),h) + %th%(m + O

et d’apres la formule de Taylor avec reste intégrale
1
f(z+h)=f(z)+{(Vf(z),h)+ / (1 —t)h" V2 f(x + th)hdt.
0

Les formules de Taylor-Lagrange et Taylor avec reste intégrale ont I’avantage d’étre exactes et
sont parfois utiles pour démontrer des résultats. Cependant c’est la formule de Taylor-Young qui
donne du sens aux objets : c’est le gradient et la Hessienne qui donnent la meilleure approximation
quadratique d’une fonction C? en un point. C'est cette formule qu’il est bon d’avoir en téte
lorsqu’on manipule ces deux objets.

Exemple 2.6 On peut par exemple chercher le gradient et la Hessienne dans un cas trivial d’une
fonction quadratique. Dans ce cas, Taylor d’ordre deux est exacte (la meilleure approzimation
quadratique de f étant f elle-méme, étant donné que f est quadratique). On a alors pour f(x) =
|4z — y|l3 que

,ﬂx+h):f@»+<Vf@yh>+%th%ﬂwm

ot Vf(z) = 24T (Ax — y) et V2f(z) = 2AT A.
Au passage, on voit que la Hessienne de f en x est la Jacobienne de x — Vf(x) en x :
J(V)(z) =V2f(x) =2AT A car Vf(z+h) -V f(z) =2ATAh = J(Vf(x))h et donc J(Vf)(x) =

2ATA. Cest en fait un résultat général qu’on énonce dans le résultat swivant.

Proposition 2.7 Soit U un ouvert de R" et f : U — R de classe C2. On a J(Vf) = V2f (cad
la matrice Jacobienne du gradient est la Hessienne).

Preuve. Comme f est C2, Vf: U — R" est C! alors sa matrice Jacobienne a pour entrées les
dérivées partielles de ses fonctions coordonnées. Or V f = (0; f)I_ alors ces fonctions coordonnées
sont les 0;f pour i = 1,...,n. On a donc J(Vf) = (0;0;f)i<i j<n. On conclut avec le théoreme
de Schwarz et la définition de la Hessienne. [ |

Exemple 2.8 Soit f : R?2 — R? de classe C?. Le Laplacien de f est Af = 0>f + af,f On veut
écrire le Laplacien de f en coordonnées polaires. Soit

{ R* x (0,2m) — R*\{(z,0):2 >0}
L (r,0)T = (rcos(8),rsin(6))"

et F'= fop. Montrer que pour tout (r,0) € R% x (0,27),
Af(rcosf,0sinf) = 0>F(r,0) +r 0,F(r,0) +r 203 F(r,0).
On a d’apres la chain rule que VF(r,0) = V(f o ©)(r,0) = (J(©)(r,0)) TV f(o(r,0)) et donc

O F(r,0) \ _ VE(r,0) = cos 00, f(r cosB,0sin ) + sin 00, f(r cos 0, § sin )
OpF(r,0) ) R 00, f (r cosB,0sin6) + rcos 60, f(rcosd,0sinf) |-
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On en déduit que

(0 f) 0 (1, 0) = Oy f (1 cos, Osin ) = cos 00, F(r, ) — S”Tl‘gagF(r, 0) == g1(r,0)
et 0
(ayf) op(r,0) = 8yf(r cosf,0sinf) = sin 00, F (r,0) + CO: 0pF (1,0) := ga(r,0).

ot on voit Oy f : R? = R et de méme 9, f : R — R.
En utilisant que g1 = (0, f) o ¢, la chain rule nous donne que

Var(r,0) = (J()(r,0)) V(9. f)(¢(r,0)).
De méme en utilisant que ga = (Oyf) o ¢, la chain rule nous donne que

Vga(r,0) = (J()(r,0)) TV (3, f)(p(r,0)).
On en déduit que

orgi(r,0) '\ _ Vg1 (r,0) = cos 002 f(r cos 0, 0 sin ) + sin Hagyf(r cos,0sin6)
Bpgi(r,0) )~ VIV T A _rsin092f(r cos 6, 0sin 0) + r cos 005y f (r cos B, 0sin0)

et

Orga(r,0) \ _ Vga(r, 0) = cos 002, f(r cos 0, 0sin 0) + sin Hagf(r cos @,0sin6)
Dpga(r,0) | AT =\ —rsin 00;, f(rcos8,0sin ) + rcos 09, f(r cos ,0sin0)

En méme temps, on sait que g1(r,0) = cos 00, F(r,0) — W(%F(r, ). On a donc

cos 0O2F (r,0) + B89y F(r,0) — #839[7(7’, 0)
v91(r? 0) - e 2 I __ cosf __sinf 52 :
sin 00, F(r,0) + cos 00, F (r,0) ==0pF(r,0) Oy F(r,0)

T

De méme on a ga(r,0) = sin 00, F(r,0) + yagF(r, 0). On en déduit donc que

r

Vg (r, 0) = sin 002 F (r,0) — C‘;—SQG%F(T, 0) + COSGQ?@F(T,H)
92T =\ cos 00, F (r,0) + sin 002 F(r,0) — 289y F(r,0) + <LO2F (r,0) )

On en déduit le résultat en calculant

Af(rcosf,0sinf) = 02 f(rcosf,fsinb) + 85]‘(7“0089,931110).

3 Représentation géométrique du gradient

La plupart des théorémes en optimisation ont une interprétation géométrique qu’il est bon
de connaitre pour pouvoir les retrouver (et les comprendre). Une des premieres choses qu’il faut
savoir bien visualiser est le gradient d’une fonction. Pour cela, on introduit quelques notions de
géométrie. On commence par rappeler la notion de lignes de niveau d’une fonction (déja vue au

premier chapitre) et d’ensemble de niveau.

Définition 3.1 Soit f : U — R ou U est un sous-ensemble de R™. Soit a € R. La ligne de

niveau « de f est
Li(a)={xeU: f(z)=a}.

L’ensemble de niveau o de f est

Li(La)={zeU: f(z)<a}.
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Les courbes de niveaux d’une fonction qu’on cherche & minimiser (cad une fonction objectif)
sont des bons “reperes géométriques” car c’est le long de ces surfaces que le critere a minimiser reste
constant. Comme indiqué dans la derniére section du premier chapitre, on préférera représenter
géométriquement une fonction f : R? — R par plusieurs de ces lignes de niveau dans R? plut6t
que par un graphique en 3D dans R? (qui ne permet pas de bien visualiser la notion de gradient).

On donne maintenant quelques outils de géométrie différentielle qui permettent de représenter
le gradient d’une fonction en fonction de ces lignes et ensembles de niveau. On retrouvera ces outils
plus tard lorsqu’on cherchera a décrire localement un ensemble par un cone.

Définition 3.2 Soit S un sous-ensemble de R™ non vide. Soit x € S et v € R™. On dit que v est
un vecteur tangent a S en x quand il existe deux suites (A\,)r C R et (vg)r C R™ telles que
()\k) 10, 24+ M\pvp € S et v =1limy, vg.

On dit qu’un vecteur v est orthogonal & S en x quand pour tout vecteur v tangent ¢ S en
T on a <’U,’UJ‘> = 0. On dit qu’un vecteur v* est normal a S en x quand pour tout vecteur v
tangent a S en x on a <v,v*> <0.

Par exemple, quand S = R"™ alors tous les éléments de R™ sont des vecteurs tangents de .S en
chacun de ces points. Plus généralement, si S est un espace affine alors ’ensemble de ses vecteurs
tangents est donné par (S —z) = {s —z : s € S} pour n’'importe quel point = € S. En effet, il
suffit de prendre v € (S —x), Ay = 1/k et v, = v pour tout k, on a bien (A;) | 0, x + \gvy € S car
S — x est un espace linéaire et vy — v. Réciproquement, si v est tangent & S en x alors comme
vy € S —x (car S — x est positivement homogene cad si u € (S — z) et A > 0 alors Az € S — x)
et que S — x est fermé, on a aussi sa limite qui est dans S — z.

On peut voir 'ensemble des vecteurs tangents & S en x (qu’'on appelera plus tard le cone
tangent & S en x) comme la meilleure approximation du premier ordre de S localement en z.
En effet, si x € S alors la meilleure approximation d’ordre 0 de S en z est donné par x (c’est
comme pour une fonction f, sa meilleure approximation en = a 'ordre 0 est donné par f(x)). La
meilleure approximation affine de S en = est donnée par = + Ts(x) ou Ts(x) est ensemble des
vecteurs tangents a .S en x. On cherche a approcher localement ’ensemble .S en x par un ensemble
de la forme z 4+ un céne (un cone étant un ensemble positivement homogene cad si v est dans
le cone alors Av pour A > 0 est aussi dans le cone). En particulier, quand S est un espace affine
ou un demi-espace affine et que = est sur le bord de S, alors sa meilleure approximation affine
c’est lui-méme car S =z + (S — x) et S — x est un espace linéaire (donc en particulier c’est un
cone). En particulier, dans ce cas 'approximation est exacte vue qu’on a égalité entre S et son
approximation x + (S — ) et c’est une relation globale car elle est vraie méme loin de z (I’endroit
ou on veut approcher S). Donc I'ensemble des vecteurs tangents & S en z (un élément du bord
de S) est donné par S — x.

Proposition 3.3 Soit f : U — R ou U est un ouvert de R™. Soit x € U. On suppose que f

est différentiable en x. Alors V f(x) est orthogonal a la courbe de niveau f(x) de f en x, cad a
L¢(f(x)). Le gradient V f(x) est normal a Uensemble de niveau f(x) de f, cad a Li(< f(x)).

Preuve. Soit v un vecteur tangent & L (f(x)) en 2. Montrons que (v, V f(z)) = 0. Par définition,
il existe deux suites (Ap)r C R% et (vg)r C R™ telles que (Ax) L 0, x + Apvp € Ly(f(x)) et
v = limg vg. On a alors

(v,Vf(z)) = kETm<Uk’ Vf(z)).

Par ailleurs, comme vy — v, (vg)r est une suite bornée et comme (Ag) | 0, on a que A\yvx — 0.
Ainsi, quand k& — +o00,

flx 4+ A\pvg) = f(x) + <)\kvk, Vf($)> + o(Ag)
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et comme x + A\yvp € L¢(f(x)), on a f(z + Ayvg) = f(x). Alors

(Mevi, Vf(x)) = o(Ag)

autrement dit limy(vg, Vf(z)) = 0.

Pour la normalité du gradient de f en x & ’ensemble de niveau f(x) de f, on procede comme
précédemment sauf qu’on a seulement f(x + A\yvg) < f(x) (au lieu d’avoir 1'égalité comme précé-
demment). ]

Par ailleurs, pour un probleme d’optimisation, une bonne fagon de voir le gradient de f en
x est de se placer en = et de chercher la direction de plus forte pente, cad la direction qu’il faut
prendre partant de x pour faire croitre le plus f. Il se trouve que c’est le gradient (renormalisé
cad Vf(z)/||Vf(x)|,) de f en ce point qui indique la direction de plus forte pente. En effet, si
f:U — R est différentiable en = € U (olt U est un ouvert de R") alors la direction v € Sy~ de
plus forte pente est celle qui maximise

iy L& 1) — f(2)
t—0 t

Or, on a vu que cette quantité est la dérivée partielle de f en = dans la direction v et qu’elle peut
s’écrire en fonction du gradient.

S )~ (@)
t—0 t

= 0uf(z) = (Vf(2),v).

Par ailleurs, maxvesg_1<Vf(x),v> est atteint en Vf(x)/ ||V f(z)|,. Il faut donc bien aller dans
la direction du gradient V f(x) pour accroitre le plus la valeur de f a partir de z.

Conclusion : Le gradient d’une fonction f en un point x est orthogonal a la courbe de niveau f(x)
de f et normal a l'ensemble de niveau f(x) de f. C’est aussi la direction de plus forte pente de
f partant de ce point x.

Un dernier mot sur 'approximation d’une fonction par une fonction affine. On a vu que si
f : U — R est différentiable en * € U alors, la meilleure approximation affine de f en z* est
donnée par
Fp iz € R" — f(2*) + (Vf(z¥), — ).

On a vu au cours précédent que la ligne de niveau f(z*) de F,~ est donnée par
Lp.(f(z")={zeR": <Vf(x*),a: — x*> =0} =2" +Vect(Vf(x*))J‘,

c’est donc l'espace affine passant par x* et de vecteur normal V f(z*). Donc V f(z*) est aussi
un vecteur orthogonal (et donc aussi normal) a la courbe de niveau f(z*) de F,«, la meilleure
approximation affine de f en x*.
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{z: f(z) = fa")}

FIGURE 1 — Le gradient d’une fonction f en un point z* est orthogonal a la courbe de niveau
f(z*) de f et ala courbe de niveau f(z*) de la meilleure approximation affine de f en x*. C’est
de plus la direction de plus forte croissance de f partant du point x*.

On peut alors représenter une fonction de R? — R par quelques-unes de ses lignes de niveaux
et quelques-uns de ces gradients. Sous python, on utilise la méthode contourf pour tracer les
lignes de niveau et la méthode quiver pour le champ de vecteur gradient. On rappelle qu’un
champs de vecteurs sur R” est une application de R™ dans lui-méme. Dans ce cas, il est bon de
voir I'espace de départ R"™ comme un ensemble de points alors que ’espace d’arrivée R™ est plutot
vu comme un ensemble de vecteurs. Le gradient d’une fonction f : R” — R est bien un champs
de vecteurs en tant qu’application de R™ dans R™ (un exemple est donné dans la Figure 2).

from matplotlib.pyplot import cm
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Contour Plot

X, Y = np.mgrid[-2:2:100j, -2:2:100j]
Z = Xxnp.exp(-(X**2 + Y**2))

cp = plt.contourf(X, Y, Z)

cb = plt.colorbar(cp)

# Vector Field

Y, X = np.mgrid[-2:2:20j, -2:2:20j]

U =(1 - 2% (X**2))*np.exp (- ((X*x*2)+(Y**2)))

V = -2xX*Yxnp.exp (- ((X**2)+(Y**2)))

speed = np.sqrt(U*x*2 + V*%x2)

UN = U/speed

VN = V/speed

quiv = plt.quiver(X, Y, UN, VN, color=’Teal’, headlength=7)
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FIGURE 2 — Représentation d’une fonction f : R? — R par quelques unes de ses lignes de niveau

et de ses gradients.
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