ENSAE Optimisation différentiable

Mi-parcours du cours d’optimisation différentiable

Durée : 1 heure

Les documents ainsi que les calculatrices ne sont pas autorisés.
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Exercice 0.1

Déterminer dans les cas suivants les points critiques et, en utilisant la condition du second

ordre, déterminer leur nature (minimum local, maximum local ou indéterminé) :

1) fra=(21,22) € RXRY =R, f(21,22) = 27 + /T,

2) frx=(x1,22) € RL xRY = R, f(x1,22) = /2172,

3) fra=(x1,22) € R xR, f(a1,22) = (x122)?

4) f:x=(21,22,23) € R xR} xR} = R, f(x1,22,23) = /&1 + /22 + /T3,
5) f:x=(x1,22,23) € RT X RY xRy = R, f(x1, 22, 23) = \/T12273,

6) f:x=(r1,22,23) € R? = R, f(x1, 20, 23) = 2102 + 2123 + ToT3.
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Correction de ’exercice 0.1 Sur 8 points 1) [1 point] f n’a pas de point critique vu que pour tout

(z1,72) € R x RY,
2
e (2403
2V

2) [1 point] On a pour tout (zq,z2) € Ry x R
0

3) [2 points] Les points critiques de f sont les axes des ‘@’ et ‘y’, cad R x {0} U {0} UR car

Vf(.%'l,xg) = ( 2$1$% ) .

2
2x0x7]

5

Vf(z1,22) = (

[\
g
(V)

Donc f n’a pas de point critique.

La hessienne de f en (z1,z2) vaut

273 4
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ainsi pour tout x1,x2 € R, on a

2
wrao=( 4 ) weom = (0.

1

Donc 0 est valeur propre de la Hessienne de f en tout point critique.Alors la condition du second ordre
ne permet pas de conclure sur la nature des points critiques de f. Néanmoins, on peut voir que pour tout
x1,22 € R, on a f(x1,22) > 0= f(x1,0) = f(0,22). Donc tous les points critiques de f sont des minima

globaux de f.
4) [1 point] f n’a pas de point critique vu que pour tout (z1,x2,23) € R x R} x RY,

1

/a1 0

Vien,aa,25)= | 50= | #]| 0
1

2VZ3 0

5) [1 point] f n’a pas de point critique vu que pour tout (x1,z2,z3) € R} x R x R% |

Vi(zy,m,23)=| Y= | #]| 0

6) [2 point] Pour tout (z1,z2,23) € R3,

T2 + X3
Vi(z1,22,23) = | x1+ 3
1+ T2

alors (0,0,0) est 'unique point critique de f. La hessienne de f en (x1,x2,x3) vaut
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‘72f($1,$2,$3):: 1
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ou I3 est la matrice identité de R3*3. Comme 3 est valeur propre de J := (1)3x3 d’ordre 1 et 0 est valeur
propre d’ordre 2 de .J, on en déduit que 2 et —1 sont les valeurs propres de V2£(0,0,0) et donc la condition

du second ordre ne permet pas de conclure sur la nature du point critique (0,0, 0).
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Exercice 0.2 (Quotient de Rayleigh)
Soit A € S une matrice symétrique positive de R"*". On considére la fonction (appelée

quotient de Rayleigh) f: R"\{0} — R définie pour tout = € R"\{0} par

(o) = 4A00)

2
H$H2

ou (-,-) est le produit scalaire Euclidien de R" et ||-||, est la norme associée.
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1) Montrer que f est de classe C* sur son ensemble de définition.

2) On note S ' = {z € R": ||z||, = 1} la sphére Euclidienne de R”. Montrer que

inf f(z) = inf f(z) et supf(z)= sup f(z).
270 veSy ! 270 zeSy "

En déduire que les problémes

inf (@) et sup f(2) (1)

admettent une solution.
3) Résoudre les deux problémes ci-dessus. (On peut, par exemple, chercher les points cri-
tiques de f ou résoudre les problémes sous contraintes minxesgq f(z) et max, . gn-1 f(z) ou

S~ est la sphére Euclidienne unité de R").

4) Déterminer la matrice Hessienne de f en tout point de R"\{0}. Expliciter la Hessienne
de f en un point critique de f (on pourra faire un développement limité d’ordre de 2 de
f en un point critique et utilisé que (1+¢)~! =1—t+t? + o(t?) quand t — 0).

5) Montrer que la condition d’optimalité du second ordre ne permet pas de conclure sur la

nature de tous les points critiques de f qui ne sont pas solution des deux problémes (1).
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Correction de l’exercice 0.2 [sur 12 points] 1) [1 point] f est un ratio de fonction polynomiale

de degrés 2 dont le dénominateur ne s’annule pas sur son domaine de définition donc f est de classe C*.
2) [2 points] Pour tout € R™ tel que z # 0 et pour tout A € R%, on a f(Az) = f(x). Donc f est

homogene, cad, f est constante sur toute les demi-droite {\z : A > 0} pour z € Sy~ ' = {z € R" : ||z, = 1}.

On a donc

inf f(z) = inf f(x)et supf(z)= sup f(z).

270 resy! 70 resy!

Or f est continue et Sy~' est compact (en tant que fermé borné) donc f atteint son infimum et son
supremum sur Sy~ . Si on note
T, € argmin f(z) et * € argmax__gn-1f(7)
€Sy 2
on a pour tout x € 55‘71, fzy) < f(x) < f(x*). Alors par homogénéité, pour tout A > 0, f(z.) < f(Az) <

f(z*). On en déduit donc que f atteint bien ses bornes sur R™\{0}.
3) [4 points] On cherche les points critiques de f : soit € R™\{0}. On a

24z )3 — (Az, )2z

4
(1P

Vi)

car quand h — 0
(A(z + h),z+ h) = (Az,z) + (Ah,x) + (Az, h) + (Ah,h) = (Az,z) + (2A4z, h) + o(||h[|5)

car AT = A et
Iz + B3 = llz]3 + (22, h) + o(||A]l,).
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On obtient donc V f(z) = 0 si et seulement si Az ||z3 — (Az,z)z = 0 cdd Az = f(z)x. Donc z doit étre
un vecteur propre de A. Réciproquement, si x est un vecteur propre de A associé & une valeur propre u, on
a nécessairement que > 0 car A est positive (donc u ||z = (Az,z) > 0) et f(x) = p donc Az = f(xz)x
et donc x est un point critique de f. On en déduit donc que les points critique de f sont les points des
sous-espace propre de f privé de 0.

De plus, si p est une valeur propre de A et E, est son sous-espace propre associé¢ alors f est constante
égale & p sur E,. Alors f atteint son maximum sur I'espace propre de A associé¢ & la plus grande valeur
propre et f atteint son minimum sur l’espace propre associé a la plus petite valeur propre de A.

On peut préciser ces valeurs car on sait déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres d’une
matrice symétrique positive étant donnée sa SVD : comme A est symétrique positive, en écrivant la SVD
de A= PDPT ott P € O(n) et D = diag(oy,...,0,) ot 0y > --- ,> 0,,. Pour tout 4 = 1,...,7n on note p;
le i-iéme vecteur ligne de P. Les sous-espace propres de A sont donnés par les espaces vectoriels engendrés

par les p; associés & la méme valeur propre o;.

On en déduit que vect(pi, ..., pi, )\{0} ot iy = max(i : 0; = 01) est ’ensemble des solutions du probléme
maxg—o f(x) et que vect(ps,, ..., pn)\{0} oit 49 = min(i : 0; = 0,,) est 'ensemble des solutions du probléme
mingo f(x).

4) [4 points] Soit x € R™\{0} un point critique de f. On sait que Az = ox ol ¢ est une des valeurs

propres de A. On a quand h — 0,

<Ax, x> + <2AZL‘, h> + <Ah, h>

floth) =
2h,x 2
ol (1 $2) o 10
ll=l2 ll=ll3
(Az,z) + (24z,h) + (Ah, ) (2h,z) R [ (2ha)) )
[E4[b ezl ]l [E4[bs
. <<2Am h> <A$,x><2h,x>)
(el (el
(Ah,h) Ax,:v> A3 (2h,x) ? (Az,z)  (2h,x) (2Az,h) 9
7] + 2 2 2 o([|A[l2)
=13 [E4[¥s ]l ]| el
ott on a utilisé que (1+¢)~1 =1 —t+t2+0(t?) quand t — 0. On retrouve le gradient de f en z en regardant
les termes linéaires en h : < N > <A >< >
2Ax, h x,x)(2h,x
Vf(CU) = 2 1
]I [Eg(s
et la Hessienne de f en x en regardant les termes quadratiques :
2
1 1o <Ah,h> <A.1‘,.CE> ||h|]§ <2h,x> <A:n,:1:> <2h,:c> <2Aw,h>
ih \V4 f(fl:)h - 5 4 + 2 2 2 2
]| 1]l ]| [ ]l5 el lly
on en déduit que
A Az, x)l, dxx' (Axz,x dex’ A
(1/2)V2f(x) = —5 — < 4> T < 2> -

2]l [E1Ps [l el (4
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ot I,, est la matrice identité de R™ ™. Alors pour Az = ox, on a aussi ' A = oz ', et on obtient,

2 (A f@)I).

2
[ElPs

Vif(z) =

5) [1 point] Six est un point critique non solution des problémes 1 alors f(z) = ox pour o1 > o > oy,.
On a alors que A — ol,, n’est ni strictement positive ni strictement négative car <(A — aIn)pl,p1> >0 et

<(A —oly)pn, pn> < 0. Ainsi la condition du second ordre ne permet pas de conclure dans ce cas.




